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1 - Concetti teorici
1.1 - L’algoritmo di calcolo

L’algoritmo utilizzato in questo progetto per il calcolo della radice quadrata di un numero reale, ¢
detto metodo delle approssimazioni successive, di Newton. Esso si basa sullo studio del valore di
convergenza della successione:

in cui a ¢ il radicando.

Si dimostra che il valore di convergenza di tale successione, ovvero il limite per n che tende a oo, ¢
la radice quadrata del numero a. Detto questo, I’'unico metodo per calcolare il valore di convergenza
¢ quello di eseguire un numero infinito di volte, le operazioni di somma e divisione contenute
all’interno della successione. Il valore da attribuire a x, per iniziare il calcolo, viene detto stima

iniziale, ¢ ha un ruolo molto importante nella rapidita della convergenza. In particolare, piu x, si
avvicina al valore di @ , piu rapida sara la convergenza della successione.

1.2 - Implementazione dell’algoritmo, in un calcolatore

L’esecuzione dell’algoritmo appena descritto, da parte di un calcolatore elettronico, presenta alcuni
limiti; innanzitutto ¢ ovvio che non si puo giungere al risultato esatto se non dopo un numero
infinito di cicli di calcolo, come seconda cosa, si deve notare che, sia I’operazione di somma, che
quella di divisione (proprio perché eseguite da un calcolatore), introdurranno un certo “errore di
approssimazione” che si propaghera fino al risultato finale.

La soluzione al primo problema ¢ semplicemente quella di eseguire un numero di cicli di calcolo
sufficientemente alto, in modo che il risultato prodotto si discosti da quello atteso, meno di una
soglia prestabilita. Per quanto riguarda 1’approssimazione introdotta dalle operazioni di somma e
divisione, ¢ possibile ridurre, ma non eliminare totalmente [’errore ricorrendo ad una
rappresentazione dei valori di calcolo, che garantisca una adeguata precisione. Nel progetto ¢ stata
usata la rappresentazione in virgola mobile a singola precisione.

1.3 - Il formato floating point IEEE 754

Nella maggior parte dei blocchi computazionali del progetto seguente, sono stati usati valori
numerici in base 2, rappresentati mediante il formato floating point a singola precisione, secondo lo
standard IEEE 754. Vediamo le caratteristiche principali di questo formato di rappresentazione.
Secondo lo standard, un valore ¢ rappresentato da 32 cifre binarie, delle quali:

» La prima cifra rappresenta il segno del numero (1 per numeri negativi e 0 per numeri positivi).

= Le seguenti 8 cifre rappresentano I’esponente polarizzato.

= Le restanti 23 cifre rappresentano la mantissa.

Esaminando la successione si nota che tutti gli operandi, sia nelle somme che nelle divisioni,
saranno sempre dei numeri positivi. Per tale motivo, nel progetto verra sempre trascurato il valore

del bit di segno. Come detto prima, anziché 1’esponente puro, viene utilizzata una sua
rappresentazione polarizzata, cio¢, ad ogni esponente viene aggiunta la quantita 127, detta bias, per



poter rappresentare con 8 bit, anche esponenti negativi. Il range degli esponenti rappresentabili va,
quindi, da -127 a +128.

Esempio di rappresentazione di un numero, in floating point (secondo lo standard sopra
citato):

Consideriamo ad esempio, il numero in base dieci 123,023. Per ottenere la sua rappresentazione
floating point binaria occorre innanzitutto convertire sia la parte intera che quella decimale, in base
due:

123,023, =1111011,0000010111100011,

E da notare che la conversione della parte decimale ¢ stata terminata al raggiungimento della 23°
cifra, anche se poteva essere estesa oltre. Questo evidenzia un, seppur minimo, errore di
approssimazione dovuto al formato di rappresentazione.

Per ricavare 1’esponente, occorre scrivere la mantissa in modo che abbia parte intera nulla e la
prima cifra decimale pari a 1:

1111011,0000010111100011 =0,11110110000010111100011x 27
L’esponente cosi ottenuto (7) deve essere dapprima sommato al bias e poi convertito in base 2:

127 +7 = 134,, = 10000110,

Ora, ¢ sufficiente costruire una stringa di 32 bit composta dal segno (bit 0), dall’esponente e dalla
mantissa (senza la parte decimale, che ¢ nulla):

123,023 =01000011011110110000010111100011

1.4 - L’addizione in virgola mobile

Considerato quanto detto sopra, ossia che gli addendi sono sempre positivi, 1’operazione di
addizione in virgola mobile si esegue mediante un algoritmo semplificato, che prevede 1’esecuzione
di operazioni elementari quali la sottrazione, 1’addizione e il confronto tra stringhe di bit ed una
operazione di traslazione (shift). I passi dell’algoritmo sono i seguenti:
1. Si confrontano gli esponenti dei due addendi
2. Se gli esponenti sono diversi, si sottrae I’esponente minore da quello maggiore
3. Si trasla verso destra la mantissa del numero con esponente minore, di un numero di
posizioni pari alla differenza trovata al punto 2 (se gli esponenti sono uguali, non c¢’¢
traslazione)
4. Si sommano le mantisse
5. L’esponente del risultato ¢ pari all’esponente maggiore tra quelli degli addendi

6. La mantissa del risultato ¢ pari alla somma trovata al punto 4.



E possibile che al punto 4 si verifichi un overflow, ovvero che la somma delle mantisse (due
stringhe da 23 bit ciascuna) dia come risultato una stringa di 24 bit. In questo caso si deve procedere
al ricalcolo dell’esponente del risultato, che va incrementato di una unita, e al troncamento della
mantissa da 24 bit, eliminando il bit meno significativo.

Esempio di somma di due numeri floating point a 32 bit:

Siano dati i seguenti valori in formato floating point:

123,023,, =01000011011110110000010111100011,
1151,1,, =01000101010001111111000110011001,

si vuole eseguire la loro somma.
Vediamo che I’esponente maggiore ¢

10001010

che sottratto all’esponente minore, da come risultato 100,, ovvero 4,,.

Quindi facciamo scorrere verso destra la mantissa del numero con esponente minore, di 4 posizioni,
si ottiene:

00001111011000001011110
Eseguiamo poi la somma delle mantisse:

10001111111000110011001 +
00001111011000001011110 =
10011111010000111110111

Componiamo il risultato aggiungendo il bit di segno (0) e I’esponente, che ¢ pari al maggiore tra
quelli degli addendi:

01000101010011111010000111110111 =1274,123

1.5 - La divisione in virgola mobile

L’operazione di divisione tra due numeri floating point necessita di un algoritmo molto piu
complesso di quello dell’addizione. In questo progetto ¢ stato usato un approccio “ad alto livello”
che evita I'implementazione diretta di tale algoritmo: gli operandi in ingresso vengono dapprima
convertiti in numeri reali, successivamente viene eseguita la divisione tra i due valori reali,
utilizzando 1’operatore ““/” e infine, il risultato viene di nuovo convertito nel formato floating point
binario.



2 - Parti del progetto
2.1 - Implementazione dell’algoritmo di Newton

Un circuito che implementi 1’algoritmo di calcolo espresso dalla formula di Newton prevede che
vengano eseguite iterativamente, due operazioni di divisione ed una di somma. Inoltre deve essere
presente un’unita che, all’inizio della computazione, determini la stima iniziale da utilizzare nel
primo ciclo di calcolo.

Lo schema seguente mostra la struttura del circuito appena descritto:
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Analisi dei blocchi interni:
Blocco di calcolo della prima stima

Riceve in ingresso il valore del radicando (a), il valore della stima alla fine di ogni ciclo di calcolo
(x,), un segnale di abilitazione ed un segnale di controllo (dal controller). All’inizio della

computazione, il segnale di controllo abilita il calcolo della prima stima. Il valore del radicando
viene esaminato e posto in uscita assieme ad un altro valore, risultante da una lookup table.
Terminata la stima, il segnale di controllo viene posto a 0, cosicché durante i successivi cicli di
calcolo, il blocco in esame non fornisca una nuova stima, ma restituisca la stima derivante dal ciclo
precedente.

Alcune considerazioni sul calcolo della prima stima

11 valore utilizzato come prima stima della radice del numero da calcolare influisce, come gia detto,
sulla velocita di convergenza della successione di Newton.

L’immagine seguente mostra, in blu, I’andamento della funzione radice quadrata, ovvero la
convergenza dell’algoritmo di Newton, al variare di g, e in fucsia, il valore della stima, assunta

Yo

costante e pari a = . Si vede che la distanza tra le due curve puo essere notevole cosicché se il

radicando ¢ prossimo a 0 o ad a,_, , saranno necessari numerosi cicli di calcolo affinché 1’algoritmo

max

converga.



sqrt(am)

sqr@max)

2

Esiste, tuttavia, un problema piu grave del precedente, anch’esso dipendente dalla scelta della prima
stima, che obbliga a creare un criterio per il suo calcolo: la scelta opportuna del valore di stima ha
effetto sulla precisione del numero risultante dal ciclo di iterazioni. Cio ¢ dovuto al fatto che un
numero floating point, basso, (e quindi con tante cifre decimali) ¢ piu “preciso” di un numero alto
(con poche cifre decimali). Ipotizziamo (caso peggiore) che il radicando sia un valore molto minore
di 1 e che la prima stima sia invece molto maggiore; all’esecuzione della prima somma, si ha una
traslazione della mantissa del numero minore (in questo caso il radicando) che provoca la perdita di
numerosi bit, relativi alla parte decimale del radicando, con conseguente perdita di precisione.
Questo secondo problema ¢ tanto meno evidente quanto pitl la prima stima si avvicina al radicando.

In base a quanto detto, si spiega I’utilizzo di un circuito di calcolo della prima stima, che quindi non
viene assunta costante, ma variabile in funzione del valore del radicando. La lookup table
all’interno del blocco di calcolo della prima stima contiene un insieme (finito) di valori, che
approssimano la funzione radice quadrata secondo un andamento a gradini, come illustrato nella
figura seguente:

5qri@max)

stime

Per a compreso in un certo intervallo, il blocco fornisce una prima stima, che risulta piu accurata se
il radicando € un numero basso e meno accurata se il radicando € un numero alto.

Durante la realizzazione del progetto € stato ipotizzato che il range di variazione dei valori in
ingresso al circuito vada da 0 a 99.999.999 (quest’ultimo valore potrebbe essere, ad esempio, quello
massimo rappresentabile in un calcolatore tascabile).



Primo blocco divisione floating point

Effettua la divisione:

a
xﬂ
Blocco somma floating point
Effettua la somma:
X +—
X

Secondo blocco divisione floating point
Effettua la divisione per due (vedi par. 2.3).

Blocco controller

11 blocco controller gestisce il numero di cicli di calcolo da effettuare. Ha un parametro interno che
specifica il numero di tali ripetizioni. All’inizio di ogni computazione il blocco controller invia il
segnale di abilitazione per il calcolo della prima stima, e alla fine della computazione riporta il

valore della stima n-esima, in uscita.

Blocco generatore dei segnali di abilitazione

Tutte le operazioni presenti in un ciclo di calcolo devo necessariamente essere eseguite nel giusto
ordine, per questo il blocco generatore dei segnali di abilitazione, pilotato da un segnale di clock in
ingresso, invia dei segnali di abilitazione ai vari altri blocchi, che eseguono la loro funzione al

variare di tali segnali di abilitazione.

2.2 - Implementazione del blocco sommatore floating point

La struttura del blocco sommatore ¢ rappresentata nella figura seguente:
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Il selettore di input(FPadder input sel.vhd) effettua un confronto tra i due valori in ingresso e
pone in uscita, distinti, il valore maggiore e quello minore. La sua funzione ¢ necessaria a fornire
I’ordine corretto degli operandi per la successiva sottrazione, e per stabilire 1’esponente maggiore
che sara quello del risultato della somma.

Il sottrattore di esponent{FPadder esp subtractor.vhd) riceve in ingresso i due esponenti e ne
calcola la differenza. Al suo interno sono presenti un blocco che calcola il complemento a 2
dell’esponente minore e un sommatore carry-ripple a 8 bit.

Il blocco mantissa shifter (FPadder mantissa_shifter.vhd) riceve in ingresso il valore della

differenza, calcolata dal sottrattore di esponenti, e la mantissa dell’addendo minore, e ne effettua lo
shift.

Il blocco sommatore di mantisséFPadder mantissa_adder.vhd) riceve in ingresso le mantisse dei
due addendi (una delle quali ¢ stata gia traslata) e ne esegue la somma bit a bit. Questo blocco ¢
stato implementato utilizzando un sommatore carry-ripple a 23 bit. In uscita del blocco sommatore
viene fornita la mantissa del risultato e il bit di overflow (corrispondente al bit di riporto dell’ultima
somma eseguita).

11 blocco overflow controller (FPadder of ctrlr.vhd e FPadder esp recal.vhd) esegue il controllo
sul valore del bit di overflow e, se questo vale 1, ricalcola 1I’esponente incrementando 1’esponente
massimo, fornitogli dal selettore di input, di una unita. Inoltre effettua uno shift sulla mantissa in
uscita dal sommatore, di una posizione, ponendo come MSB il valore 1.

2.3 - Implementazione del blocco divisore floating point

Come specificato sopra, la divisione floating point, viene qui eseguita senza ricorrere all’algoritmo
che la definisce, ma con un processo rappresentato nello schema seguente:

8 CONVERSIONE

IN BINARIO - REALE
2 DEL DIVIDENDO 1
DIVISIONE CONVERSIONE ;
TRAVALORI [ REALE- BINARIO ouT
REALI DEL RISULTATO =
. CONVERSIONE
IN BINARIO - REALE
23 DEL DIVISORE

Il blocco di conversione binario — realgFPbin_to real.vhd) riceve in ingresso 1’esponente ¢ la
mantissa del valore da convertire (dividendo e divisore). La conversione avviene tramite la
valutazione del valore dell’esponente, I’attribuzione, ad ogni bit della mantissa di valore 1, di un
“peso caratteristico” e la somma di tutti i pesi.

Il blocco di divisione tra valori reali (FPreal divider.vhd) effettua semplicemente la divisione
mediante 1’operatore “/” compreso nella libreria standard degli operatori aritmetici, dei due valori
reali forniti in ingresso. In questa fase viene introdotto un ulteriore errore di approssimazione,
dovuto alla natura dell’operatore di divisione tra numeri reali, fornito dal VHDL.



I1 blocco di conversione reale — binarigFPreal to bin.vhd) converte il valore reale del risultato
della divisione, nel formato floating point binario. La conversione della mantissa avviene mediante
la tecnica delle divisioni ripetute, per la parte intera, e con la tecnica delle moltiplicazioni ripetute,
per la parte decimale. Viene inoltre calcolato 1’esponente, in base alla lunghezza della stringa di bit
che rappresenta la parte intera della mantissa, viene polarizzato, e convertito in base due.

11 blocco divisore floating pointviene utilizzato, sia per il calcolo del rapporto 4 , che per la
X

n

divisione per due del termine tra parentesi. (vedi successione).
2.4 - Analisi della simulazione

Effettuiamo ora un esempio di calcolo; per la simulazione inseriamo come valore di cui calcolare la
radice quadrata: 699,797 e facciamo eseguire 15 cicli di ripetizione. Il clock viene impostato con un
periodo di 100 ns. Dopo aver inserito la mantissa e I’esponente del radicando abbiamo eseguito la
simulazione. Il risultato ¢ rappresentato nella figura seguente:

Jpsart_nty/clk
Hpsqt_nty/i_m
Jpsat_nty/i_e
Jfpsat_niy/ies_ m

Mpsait_nty/res_e
fpsait_niy/en_ 01
psart_niy/en_02
Afpsart_nty/en_03
Jipsqrit_nty/en_04
Hpsqit_nty/en_(5
fpsait_nty/en_06
Alpsqrt_niy/start

Partendo dall’alto, il primo segnale ¢ quello di clock. I secondo ed il terzo sono la mantissa e
I’esponente del radicando, il quarto e il quinto segnale sono la mantissa e 1’esponente del risultato.
Questi ultimi due segnali variano solo in corrispondenza della fine dei 15 cicli di calcolo
prestabiliti. L’ultimo segnale, in basso nell’immagine ¢ quello di start inviato dal controller, al
blocco di calcolo della prima stima. Continuando la simulazione, lo start viene di nuovo portato al
valore alto e viene calcolata una nuova stima per il radicando successivo.

Analizziamo ora I’andamento dei segnali di abilitazione, all’interno di un singolo ciclo di calcolo:

fpsqit_nty/clk 1

fpsart_ntydi_m 1010111 011110011)
Afpsart_nty/r_e 10001001
Afpsart_nty/res_m 1101001110100007 |
Afpsart_ntydres_e 10000100
fpsqit_nty/en_01 1]

fpsqit_ntyden_02
fpsqrt_nty/en_03
fpsart_nty/en_04
Hpsart_nty/en_05
psart_nty/en_06
fpsait_nty/start

Il primo segnale di abilitazione (en_01) ¢ diretto al blocco di calcolo della stima; indipendentemente
che questa debba essere calcolata o meno. Il secondo segnale di abilitazione (en_02) ¢ diretto al
primo blocco divisore, i segnali en 03, en 04, en 05, sono diretti al blocco sommatore (sono
necessari tre segnali per gestire tutte le varie fasi della somma in floating point), infine 1’ultimo



segnale di enable (en_06) ¢ diretto al secondo blocco divisore. Nell’istante in cui i segnali di
abilitazione ritornano al valore basso, viene attivato il blocco controller, che verifica se siano stati
eseguiti tutti i cicli di calcolo previsti.

2.5 - Verifica dei risultati

11 blocco controller ha anche I'ulteriore funzione di scrivere su un file di testo (data.txt) il risultato
di ogni computazione. Dalla simulazione precedente vediamo che alla fine dei 15 cicli, il segnale di
uscita assume il seguente valore:

1
10101110111100710000001
10001001

B 11010011101000010010000
fpsqrt_ntysfres_e 10000100

Trasformando tale valore, in base dieci, si ottiene

01000010011010011101000010010000, = 26,45367649,,

che ¢ proprio il valore esatto della radice quadrata di 699,797. In questo caso, non si ¢ verificato
alcun errore dovuto all’approssimazione, o almeno tale errore non interessa le prime otto cifre della
parte decimale del risultato.



