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. Rappresentare nel piano (z,y) le soluzioni del sistema {

FUNZIONI ELEMENTARI
Esercizi risolti

. Discutendo graficamente la disequazione 2 — |x| > /3 + x, verificare che l'insieme

delle soluzioni € un intervallo e trovarne gli estremi.
Rappresentare nel piano (x,y) 'insieme {(x, y)ra? <y <2w+ 2}.

x> 2y

Determinare {z € R: 2L >0} N{z € R:z+1> Va2 —1}.

2x+3

. Determinare il dominio di f(z) = logs(2z — Va2 — 1).

Determinare dominio ed immagine di f(z) = v/sinz — 1; disegnarne il grafico.

Sia f(x) = /1 — x++/x + 1; determinare il dominio, discutere eventuali simmetrie
e I'iniettivita.

. Sia f(z) = £=1; determinare la controimmagine f~([2, +00)).

. Verificare che la funzione f : R — R definita da f(x) = 2% — 42 + 9 non @&

invertibile. Individuare opportune restrizioni di f che siano invertibili e scrivere
I’espressione delle loro inverse.

Individuare opportune restrizioni di f(z) = 2* — 2|z| che siano invertibili. Specifi-
care dominio ed immagine delle inverse, per le restrizioni trovate.

1 3 3

sono una l'inversa dell’altra. Utilizzare la rappresentazione grafica di f e f~! per
risolvere 'equazione f(z) = g(x).

Provare che le funzioni

DO | —

flx)=a*—2z+1, 2>

Siano
B 20 +1

= =+v1—-=x.
fa) =2 g =V
Disegnare i grafici di f e di g e determinare domini e immagini di gof e di fog.
Data la funzione h(z) = 2% — 2% — 2

a) esprimere h come prodotto di composizione in cui uno dei fattori e la funzione
flz) =27

b) determinare dominio ed immagine di h.



Soluzioni

1. L unica intersezione della retta r; : y = 242 con la mezza parabola P : y = /3 + =
e nel punto x; = _3%‘/‘?’ . L intersezione della retta ro : y = 2 — x con la mezza

parabola P :y = +/3 4+ x € nel punto z5 = 577\/5 )

Disegnando i grafici, si vede che la disequazione e soddisfatta per i valori di z

compresi tra x; e xy, cioe per x € (_3’%\/5 E)_T Vﬂ)

9

[

—3-5\/5 e 5=

Dunque gli estremi dell’intervallo sono 5

2. Sitratta della regione di piano compresa tra la parabola y = 22 e la retta y = 2x+2.

3. Si tratta dei punti della circonferenza unitaria che stanno al di sotto della retta
y=ux/2.
4. Consideriamo separatamente i due insiemi

A:{xER: z—1 >O} e B:{xER:x+1>\/x2—1}.

2x+3

Dobbiamo determinare 'insieme A N B.

z—1
La disequazione
AHIone o 13

3
> (0 e soddisfatta per x < —5 Va>1.

3
Pertanto A = (—oo, —5) U (1, 400)

La disequazione = + 1 > v/22 — 1 & equivalente al sistema di disequazioni
z+1>0
2 —=1>0 ,
(z+1)2>22-1
che ¢ soddisfatto da tutti i valori di > 1. Dunque B = [1, 400).
Pertanto AN B = (1, +00).

5. dom(f) = {xeR: { i§:1\/§—20_1>0 }

Dunque dobbiamo risolvere il sistema di disequazioni

20 >0
422 > 22 — 1
2 —=1>0

Tale sistema ¢ soddisfatto per ogni valore di x > 1.
Pertanto dom(f) = [1, +00).
Allo stesso risultato si puo pervenire con una risoluzione grafica.

La disequazione 2x — vz?—1 > 0 ¢ soddisfatta dalle ascisse dei punti della
retta y = 2z che stanno al di sopra dei punti della mezza iperbole equilatera
y =+vx?— 1. Disegnando i grafici e calcolando il punto di intersezione della retta
con la mezza iperbole, si trovano i punti di ascissa z > 1.



10.

dom(f)={z € R:sinx — 1> 0}

La disequazione sin x > 1 e soddisfatta solo dai valori di z per cui sinz = 1, dunque
dai valori {x = 5+ 2km, k € Z}.

In corrispondenza a tali valori di z, si ha f(x) = 0.
Dunque dom(f) = {3 + 2km, k € Z} , im(f) = {0}.
Il grafico di f & pertanto l'insieme dei punti {(% + 2km, O) , k€ Z}

dom(f):{xER:{i:_:fig }

Tale sistema e verificato da ogni valore —1 < x < 1.
Pertanto dom(f) = [—1, 1].

Calcoliamo f(—z) =+/1+x++v—2x+ 1= f(x). Dunque f & pari e pertanto non
¢ iniettiva. Il grafico di f risulta simmetrico rispetto all’asse delle y.

Dobbiamo risolvere la disequazione 5 > 2, che ¢ equivalente alla disequazione

3z —5
z—2

<0.

5
Tale disequazione ¢ soddisfatta per 3 <z <2

Pertanto f~1([2,+0)) = [2,2).

3
La funzione non ¢ invertibile su R in quanto ¢ una parabola con asse di simmetria
la retta x = 2 e dunque non ¢ iniettiva. Il vertice della parabola ¢ il punto V=(2,5).
Due restrizioni invertibili di f sono:
fl = f’(foo,Q] : (_0072] - [57 +OO)7
f2 = [li2400) 7 [2,+00) = [5,400).
Per ottenere le equazioni delle inverse, si deve ricavare z in funzione di y dall’equazione
y = 2% — 4x + 9. L’equazione x? — 42 +9 — y = 0 ha soluzioni x = 2 & \/y — 5.
Pertanto f; ' (y) =2 — vy —5e fy'(y) =2+ y — b.
Effettuando lo scambio delle variabili x e y si ottengono le espressioni delle due

funzioni inverse f; '(z) =2 —+vr —5e f; '(v) =2+ x — 5.
Si ha f(z) = {

Abbiamo 4 restrizioni invertibili massimali di f:
fi = flicoo1y (=00, =1] = [=1, +00)

fo= [l 0 [=1,0] = [=1,0]

fs = floy :[0,1] — [-1,0]

J1 = flp 400y 1 [1,400) — [~1, +00).

Le inverse di tali restrizioni scambiano tra loro dominio e immagine.

2?2+ 2z, sex <0
22 —2x, sex >0
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Anzitutto si ha dom(f) = [3,+00) = im(g), e dom(g) = [2, +o0) = im(f).

Per provare che le funzioni f e g sono I'una I'inversa dell’altra, dobbiamo verificare

che (fog)(z)=a, Ve >3 | eche (gof)(z) =2, Vo> 3.

(fog)(x)=f<%—|- x—%)z(%%— x—%) —<%+\/x—g)+1:x

1

(gof)(x)zg(UCQ—erl):%Jr\/xQ—erl—Z:iJr(x—%):x

Disegnando il grafico di f e di g si vede che la bisettrice y = x & tangente ai grafici
di f e g nel punto di ascissa 1, e che f(z) = g(x) se e solo se x = 1.

Il grafico di f e un’iperbole equilatera riferita agli asintoti, che sono le rette r = —2
ey = 2. Le intersezioni con gli assi cartesiani sono nei punti A:(— %, O) e B:(O, %)

Il grafico di ¢ ¢ una mezza parabola avente ’asse delle x come asse di simmetria e
il vertice nel punto V=(1,0), rivolta verso la parte negativa dell’asse delle ascisse;
l'intersezione con 'asse delle y ¢ nel punto C=(0, 1).

Risulta pertanto:

dom(f) = (=00, —2) U (=2, +00) , Im(f) = (—00,2) U (2, +00)
dom(g) = (=00, 1] , Tm(g) = [0, +o0)

Poiché Im(f) Ndom(g) = (—o0,1] # 0, esiste go f e si ha:
dom(go f) = {z e R: 21 <1} = (-2,1]

(g o £) = g((—o0,1]) = [0, +0)

Pertanto si avra:

gof:(=2,1] — [0, +00).

Poiché Tm(g) N dom(f) = [0,400) # 0 , esiste fo g e si ha:
dom(fog)={reR: 2 <IANVI—2+2#0} = (—o0,1]
In(f o g) = £([0, +09)) = [3,2)

Pertanto si avra:

fog:(=00,1] = [3,2).

a) Si ha h(x) = (go f)(x), dove g(z) = 2* —x — 2.

b) Si ha dom(f) = dom(g) =R , Im(f)=(0,+00), Im(g) =[— 9, +o0) .
Pertanto dom(h) =R e Im(h) = g(0,400) = [—2, +00)
Dunque h:R — [—%, +oo).




