Integrale di Riemann

CAPITOLO 13

INTEGRAZIONE SECONDO RIEMANN PER FUNZIONI REALI (COMPLESSE)

DI UNA VARIABILE REALE

81.L’integrale di Riemann.

In questo capitolo ci occuperemo della teoria dell’integrazione secondo Riemann per le funzioni reali di una
variabile reale.
Sia data una funzione f : [a,b] — R limitata. Consideriamo una decomposizione D di [a, ] in un numero

finito di intervalli mediante i punti seguenti a = xg < 1 < 29 < ... < x; < 41 < ... < x, = b e poniamo
M; =sup{f(z):z € [z;,mit1]} , my=inf{f(zx):z € [x;, zi1]}

(si osservi che tali inf e sup esistono perché f ¢ limitata in [a,b] e quindi anche in ogni sottointervallo);

calcoliamo, quindi, le seguenti somme

Sé = Mo(l‘l — .730) + Ml(.rg — 1‘1) + ...+ Mi(xi-i-l — mi) + ...+ Mn_l(xn — a:n_l) =

sg =mo(x1 —xo) +mi(xe — 1)+ ... +mi(Tip1 — )+ ...+ Mmp_1 (g — Tpq1) =
n—1
> mi(wipr — )
i=0

che chiameremo rispettivamente somma superiore e somma inferiore (d’ora in poi, quando non vi sara
possibilita di confusione, denoteremo ogni somma superiore con il simbolo Sp invece che con il simbolo S 1]; e
ogni somma inferiore con il simbolo sp invece che con il simbolo st). Al variare della decomposizione D in
tutti i modi possibili otteniamo che le somme superiori e le somme inferiori descrivono due insiemi numerici,
che denoteremo con ¥ = {Sp} e o ={sp}.

Teorema 1.1.Date due arbitrarie decomposizioni D' e D" (che quindi possono coincidere oppure no) si ha
sempre

Spr > spr
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Dimostrazione. Osserviamo, intanto, che se le due decomposizioni coincidono & ovvio che Sp, > spr, poiché
P’estremo superiore di una funzione in un insieme ¢ maggiore od uguale dell’estremo inferiore della funzione
nello stesso insieme e quindi ogni addendo di Sp: € maggiore od uguale del corrispondente addendo di
spr. Supponiamo, allora, che le due decomposizioni considerate siano differenti ed in particolare che D" sia
ottenuta dalla decomposizione D’ aggiungendo un solo punto x*, che, tanto per fissare le idee, supporremo

compreso fra zg ed z1; si ha allora

Sp = Mo(wl - ,’Eo) + Ml(xg — .1‘1) + ...+ Mi($i+1 — xz) + ...+ Mnfl(.%'n — CL‘nfl) =
Mo[(l‘l — l‘*) + (l‘* — .730)} + Ml(xg — xl) + ...+ Mi(xi—i-l — J?Z) + ...+ Mn—l(xn — -rn—l) >
sup{f(x) : x € [zo, x|} (x* — zo) +sup{f(z) : z € [x*, 1] Hx1 — ") + M1(x2 — 1) + ...+

Mi(zig1 —xi) + ...+ Mp_1(zp —xp_1) = Sp»

avendo tenuto conto del ben noto fatto che I’estremo superiore di una funzione in un insieme ¢ maggiore od
uguale dell’estremo superiore della funzione in un qualunque sottoinsieme; in modo analogo, tenuto conto
del ben noto fatto che I'estremo inferiore di una funzione in un insieme & minore od uguale dell’estremo

inferiore della funzione in un qualunque sottoinsieme, si prova che

spr < Spr

Adesso, supponiamo che D" sia ottenuta dalla decomposizione D’ aggiungendo un numero finito di punti
Y1, Y2, ---Yn; consideriamo la decomposizione D7 che si ottiene dalla D’ aggiungendo solo y1, la decomposizione
D5 che si ottiene dalla D; aggiungendo solo yo, la decomposizione D3 che si ottiene dalla Dy aggiungendo
solo Y3, ....... , la decomposizione D} (coincidente con la decomposizione D") che si ottiene dalla Dj_q
aggiungendo solo yy; per quanto visto sopra otteniamo le seguenti catene di disuguaglianze, che utilizzeremo

per provare la tesi nel caso generale

SD’ZSDl 25922...251)"

spr <sp, <sp, <...<spw

Passando al caso di due decomposizioni D’ e D" del tutto arbitrarie, indichiamo con D la decomposizione

ottenuta unendo D’ e D”; & chiaro che D si pud pensare sia come decomposizione ottenuta da D’ aggiungendo

2



Integrale di Riemann

un numero finito di punti, che come decomposizione ottenuta da D’ aggiungendo un numero finito di punti;

quindi per quanto gia visto deve aversi
Spr > Sp > sp > spr

che ¢ quanto volevamo provare.m
Dal precedente risultato segue che gli insiemi o e ¥ sono separati (in particolare ¥ ¢ inferiormente limitato
dalle somme inferiori, mentre l'insieme o & superiormente limitato dalle somme superiori); quindi inf ¥ €

R,supo € R ed inoltre, come sappiamo

inf ¥ > supo (1.1)

Definizione 1.1.Diremo che f é integrabile secondo Riemann (o semplicemente integrabile) se nella (1.1)

vale il segno di uguaglianza; in questo caso, per definizione, porremo

b
/ f(z)dz = inf ¥ = supo.

Osservazione 1.1: Dalla Definizione 1.1 deriva facilmente la seguente utile disuguaglianza

b
sp < / f(z)dx < Sp

valida per ogni decomposizione D di [a, b].a
Presentiamo subito due esempi, il primo di una funzione integrabile secondo Riemann e il secondo di una
funzione non integrabile secondo Riemann:
Esempio 1.1. Sia f : [a,b] — R, f(z) = k, una funzione costante; data una decomposizione D di [a, b] come

sopra, € ovvio che
M; =sup{f(x): x € [x;,x01]} = m; = inf{f(2) : ¢ € [z;,301]} =k

per ogni ¢ = 0,1,2,...,n — 1; quindi ogni somma superiore vale k(b — a) cosl come ogni somma inferiore;
allora gli insiemi ¥ e o sono costituiti dall’unico elemento k(b — a). Ne viene che inf ¥ = supo = k(b — a);

ogni f costante risulta quindi integrabile secondo Riemann e si ha

b
/ F(@)dz = k(b—a)=
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Esempio 1.2. Sia f : [a,b] = R, f(z) =asexz € QN [a,b], f(x) =Fsex & QN [a,b], con a # B (funzione

di Dirichlet). Per fissare le idee sia o > 3. Data una decomposizione D di [a,b] come sopra, si ha che
M; =sup{f(x): z € [x;,xi41]} = , m; = Inf{f(x) : x € [x5,x41]} = O

perognii=0,1,2,...,n—1, poiché ogni intervallo reale contiene sia numeri razionali che numeri irrazionali;
quindi ogni somma superiore vale a(b—a) mentre ogni somma inferiore vale 3(b—a); allora inf ¥ = a(b—a) #
B(b— a) =supo. Ne viene che la funzione f considerata non ¢ integrabile secondo Riemann.m

Un primo importante risultato relativo all’integrale di Riemann ¢ il seguente

Criterio di integrabilita di Riemann.Sia f : [a,b] — R una funzione limitata. Condizione necessaria e
sufficiente affinché f sia integrabile secondo Riemann é che per ogni € > 0 esista una decomposizione D, di
[a,b] tale che Sp, — sp, < e.

Dimostrazione. Proviamo prima la condizione necessaria. Per ipotesi f € integrabile secondo Riemann;
questo significa che inf ¥ = sup . Usiamo adesso sia la seconda proprieta dell’estremo inferiore che la seconda
proprieta dell’estremo superiore; fissato € > 0 esiste una decomposizione D; tale che inf ¥ + €/2 > Sp, ed
esiste una decomposizione Dj tale che supo — €/2 < sp,; poiché, come gia osservato, si ha inf ¥ = supo,
risulta

SD1—5D2§infE+§—(Supa—§>:e

Adesso consideriamo la decomposizione D, che si ottiene unendo le decomposizioni D; e Ds; poiché, come

gia provato, risulta Sp, > Sp, > sp, > sp, otteniamo facilmente che
SDe — SD. < SD1 —8p, <€

in questo modo concludendo la dimostrazione della parte necessaria della condizione di Riemann. Passiamo
adesso alla dimostrazione della sufficienza. Per ipotesi, fissato € > 0 esiste una decomposizione D, tale che

Sp. — sp, < € dalla prima proprieta dell’estremo inferiore e dalla prima proprieta dell’estremo superiore

€

segue allora che inf ¥ —supo < Sp, — sp, e quindi che
0 <infX —supo <e Ve > 0.

Dall’arbitrarieta di € segue allora che
inf ¥ =supo

4



Integrale di Riemann

cioé l'integrabilita di f. La parte sufficiente & cosi provata e la dimostrazione del teorema ¢ quindi conclusa.m
Esercizio 1.1. Sia f : [a,b] — R integrabile secondo Riemann e sia ¢ : [a,b] — R una funzione tale che
f(z) = g(z) per ogni x € [a,b], tranne un numero finito di punti di [a, b]; dimostrare che anche g & integrabile
secondo Riemann e che il valore dell’integrale di g coincide con quello dell’integrale di f.m

Il precedente criterio ¢ di fondamentale importanza perché permette, innanzitutto, di determinare alcune
ampie classi di funzioni integrabili secondo Riemann; ma esso sara anche usato nella dimostrazione di altri

importanti risultati relativi all’integrazione.

Integrabilita di Funzioni Continue.Sia f : [a,b] — R una funzione continua. Allora f ¢é integrabile.

Dimostrazione. Per il Teorema di Cantor f risulta uniformemente continua in [a,b]; quindi, fissato € > 0

€

esiste & > 0 tale che per ogni ,y € [a,b] con |z — y| < 6 risulta |f(z) — f(y)| < 5. Scegliamo adesso

una decomposizione D di [a,b] in intervalli parziali tutti di lunghezza minore di § e cerchiamo di valutare la

differenza seguente

Sp —sp = (MO — mo)(l‘l — 1‘0) + (M1 — ml)(LEQ — £L‘1) + ...+ (Mi — mi)(zi_H — J?i)+
.t (Mn—l - mn—l)(xn - xn—l)

Osserviamo che essendo f continua ogni M; (risp. ogni m;) € in effetti un massimo (risp. un minimo) per f
nell’intervallo [x;, z;41]; esisteranno allora punti z;,¢; € [x;, z;41] tali che M; = f(z;),m; = f(t;); ovviamente
|z — t;| < ;41 — 2; < 6 da cui, per I'uniforme continuita, segue

€
b—a

|M; —mg| = | f(z:) — f(t:)] < Vi=0,1,2,...,n—1.

Ne viene allora che

Sp —sp = (Mo —mo)(z1 — x0) + (My —my)(x2 —x1) + ... + (M; — m;)(@ig1 — x3)+

.ot (Mn—l - mn—l)(xn - l'n—l) <

€

€ €
b_a(l'l—l'o)-f—b_a(xg—l'l)—‘r...-f—b_a(l'iJrl—iL'i)-’-
€
“+b—a($n_xn71):
€
b_a[(l‘l—$0)+($2—$1)+...+($i+1—l‘i)—l—...—I—(l‘n—l‘n_l)]:
€
b_a(b—a)—e

Il criterio di integrabilita di Riemann permette di affermare che f ¢ integrabile.m

Esempio 1.3. Dimostriamo che f: rdr = b25“2 , per ogni [a, b] C R. Innanzitutto osserviamo che la funzione
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integranda ¢ continua e quindi integrabile per il precedente risultato; occorre, allora, solo trovare 1’elemento

di separazione degli insiemi delle somme superiori e delle somme inferiori. Sia D la seguente decomposizione

di [a, b]
(EOZ(Z<(E1<.’£2<...<1’i<1'i+1<...<£L’n+1:b;
si ha
n n
Sp = Z(%H —Ti)Tit1, Sp = Z(xi+1 — )T
i=0 i=0
notiamo, adesso, che x; < m-# < Zjt1, per ogni ¢ = 0, 1,...n; ne segue che
n n T + T n
. 1 .
Sp = Z(xi_l,_l — X)) Tip1 > Z(.Ti+1 —x;) % > Z(xiﬂ —x;)T; = Sp VD decomposizione;
i=0 i=0 i=0

poiché

Z(I x)xi+xi+1izxi+1—xi7627a2
o — = =

Lk 2 : 2 2

1=0 1=0

si ha la tesi.m

Esempio 1.4. Dimostriamo che f: cosz dx = sinb — sin a, per ogni [a,b] C R. Innanzitutto osserviamo che
la funzione integranda e continua e quindi integrabile per il precedente risultato; occorre, allora, solo trovare
I'elemento di separazione degli insiemi delle somme superiori e delle somme inferiori. Sia D la seguente

decomposizione di [a, b]
Tp=0<x] <Tyg < ... <X < Tig1 < ... < Tpy1 =0

si ha
n n

Sp = Z(l‘i.ﬂrl —x;) sup cosx, Sp = Z(ziﬂ —x;) inf  cosx;

i—0 TE[Ti,Ti41] i=0 2€[zi,2i41]

notiamo, adesso, che in ogni intervallo [z;,z;11] & possibile applicare il Teorema di Lagrange alla funzione

sin z; per un punto opportuno y; € |z;, z;+1[ si ha (2,41 — x;) cosy; = sinx;41 — sinz;, ¢ = 0,1,...n; si ha

n

n n
Sp = Z(l‘i+1 — ;) sup cosx > Z(xi+1 — ;) cosy; > Z(mi+1 —x;) inf cosx =sp

i—0 T€[wi,Tit1] i—0 i=0 e€[ri,@it1]
e quindi
n n
Sp = g (ig1 — ;) sup cosz > g (sinw;y1 —sinx;) = sinb — sina >
i—0 TE[xi,Tit1] i—0
n
E (i1 —x;) inf  cosz =sp VD decomposizione;
i—0 €lzi,wit]
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I’elemento di separazione cercato, cioé il valore dell’integrale da calcolare, ¢ quindi sinb — sina.m
Esercizio 1.2. Provare che f: 1 dz =logb — loga, per ogni [a,b] C]0,+0c[.a
Esercizio 1.3. Provare che fab 3x?dx = b3 — a®, per ogni [a,b] C R.a

Osservazione 1.2. Nel precedente Teorema abbiamo considerato una differenza del tipo seguente
Sp —sp = (Mo —mg)(z1 — o) + (M1 —mq)(z2 —x1) + ...+

(Mi — mi)(mi+1 — LL’Z‘) +...+ (Mn,1 — mnfl)(.’lﬁn — xnfl) (12)

ed essa sara ancora considerata nel seguito. E molto importante osservare, una volta per tutte, che la dif-
ferenza (1.2) & non negativa perché somma di quantitd non negative del tipo (M; — m;)(x;41 — x;); infatti

x; < xig1 ¢ My =sup{f(z) : x € [x;, xi11]} > my = inf{f(x) : © € [z;, xi31]} ™

Teorema 1.2.5ia f : [a,b] — R limitata e siano yo = a < y1 < ... <y; < ... < yr = b un numero finito
di punti di [a,b] tali che f risulti integrabile se ristretta ad ognuno degli intervalli [y;, yiy1],7 = 0,1...k — 1.
Allora f risulta integrabile in [a,b].

Dimostrazione. Fissiamo ¢ > 0 e scegliamo una decomposizione D; di [y;, yi+1], per ogni i = 0,1...k — 1,
tale che Sp, — sp, < €¢/k. Denotiamo con D la decomposizione di [a, b] ottenuta considerando tutti i punti

delle decomposizioni D;. E facile vedere che, grazie alla (1.2) ed alla definizione di D, risulta

k—1 k—1 ¢
SD_SD:Z[SDi_SDi]< %:6
=0 =0

11 Criterio di Riemann permette di concludere che f ¢ integrabile in [a, b].m

Definizione 1.2.Una funzione f : [a,b] — R che ha un numero finito di punti di discontinuita nel proprio
dominio sara detta generalmente continua.

Proviamo il teorema seguente

Integrabilita di Funzioni Generalmente Continue e Limitate.Sia f : [a,b] — R una funzione gene-
ralmente continua e limitata. Allora f e integrabile secondo Riemann

Dimostrazione. Siano z1, za, ....z;, 1 punti di discontinuita di f in [a, b]; tale intervallo pud essere diviso in un
numero finito di intervalli /; contenenti uno solo dei punti di discontinuita di f; se si riuscisse a provare la

integrabilita di f in ognuno di essi, il Teorema 2 permetterebbe di concludere che f e integrabile in tutto
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[a,b]. Questo significa che & possibile considerare il caso in cui f ha un unico punto z di discontinuita in
[a,b]. Fissiamo € > 0 e supponiamo, tanto per fissare le idee, che z €]a, b[, potendosi procedere in maniera
analoga se z = a oppure z = b. Sia M = sup{f(z) : € [a,b]} — inf{f(z) : € [a,b]}; osserviamo che
M > 0, altrimenti f sarebbe costante e quindi continua. Scegliamo un numero positivo é tale che 6 < 557 e
che a < z—46,z+6 < b. Consideriamo adesso gli intervalli [a, z — 8] e [z + 6, b] nei quali f & continua e quindi
integrabile per il Teorema di Integrabilita delle Funzioni Continue, una decomposizione D; dell’intervallo
[a, z — 8] mediante i punti g = a < 1 < .... < &, = z— 0 (e denotiamo con H; ed h; rispettivamente il sup e
I'inf di f nel generico intervallo [z;,z;11]) e una decomposizione Dy dell’intervallo [z 4 8, b] mediante i punti
Yo=2+6<y1 <.. <yp="> (e denotiamo con K; ed k; rispettivamente il sup e l'inf di f nel generico

intervallo [y;, yi+1]), tali che

€
3 SD2_8D2<7

€
SD1_3D1<* 3

3

Sia D la decomposizione di [a, b] ottenuta unendo i punti di Dy e Da; si ha cosi

Sp —sp = (Ho—ho)(x1 —z0)+ ...+ (Hpo1 — hp—1)(@n — Tp—1)+
(sup{f(z) sz € [z — 6,2+ 6]} — inf{f(x) 1z € [z — 6,2 + 6]})26+
(Ko —ko)(y1 —yo) + - + (Kp—1 = kp—1)(yp — 4p—1) =
Spy — 5Dy + (Sup{f(z) : 7 € [z — 6,2+ 8]} — inf{ f(z) : 2 € [z — 6, 2 + 8] })26+
SDz——sD2<I§4—@up{f@ﬂ:a:e[aJﬂ}—inHj(x)ure[aJﬂﬂ26%-§::

€ € € € €
S M4 < fo o=
gt M2+ o <gtotg=c

Il solito Criterio di Riemann permette di concludere che f ¢ integrabile in [a, b=
Infine dimostriamo il teorema seguente, che ci permette di individuare una terza famiglia di funzioni inte-

grabili secondo Riemann

Integrabilita delle Funzioni Monotone.Sia f : [a,b] — R una funzione monotona. Allora f & integrabile
secondo Riemann.

Dimostrazione. Osserviamo intanto che la monotonia di f implica la sua limitatezza, grazie al fatto che
[a, ] & chiuso e limitato; ha quindi senso porsi il problema dell’integrabilitd di una tale f. Per fissare le idee
supponiamo che f sia non decrescente (e non costante, caso gia trattato); ne segue che f(a) < f(b). Scelto

€ > 0, consideriamo una decomposizione D di [a, b] in intervalli parziali tutti di lunghezza minore di W
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. . . —1 . . .
e cerchiamo di valutare la differenza Sp — sp = Z?zl (M; — m;) (241 — x;); innanzitutto osserviamo che f

¢ non decrescente e quindi si ha M; = f(x;41), m; = f(z;), in ogni intervallo [z;, z;4+1]; ne deriva che

Sp —sp = (Mo —mo)(z1 — xo) + (M1 —ma)(x2 —x1) + ... + (M; — my)(@ig1 — zi)+
A (Mg = 1) (@0 — 2n1) = (f(21) = f(20)) (21 = 20) + (f(22) = fz1)) (w2 —21) + ... +
(f(@ivr) = (@) (@igr — @) + o 4 (f(2n) = f(@n1))(@n —2n1) <
[(f(z1) = f(20)) + (f(x2) = flz1)) + o 4 (F@iva) = f2i)) + .. +
(f(zn) = f@n-1))] = 27~ (f(0) = fla)) = €

f() = f(a)

Il criterio di Riemann permette di affermare che f ¢ integrabile.m
Le tre classi di funzioni considerate in precedenza non esauriscono la totalita della famiglia delle funzioni
integrabili secondo Riemann; la seguente funzione di Lebesgue non appartiene ad alcuna delle tre classi di

funzioni considerate sopra ed & integrabile secondo Riemann; sia f : [0,1] — R la funzione definita ponendo

0 2€0,1]\Q

fay=4 TP
1 =" MC.D.(mn)=1

Tale funzione & discontinua in ogni = €]0,1] N R; infatti in un tale x, per definizione, f assume un valore
positivo; se fosse continua in questo punto dovrebbe esistere un suo intorno dove f & ancora positiva; ma in
un intorno siffatto esistono infiniti numeri irrazionali, dove f vale zero, cosicché abbiamo dimostrato quanto
volevamo; quindi f non é continua, né e generalmente continua, perché i suoi punti di discontinuita sono
infiniti; né & monotona, perché in ogni sottointervallo di [0, 1] vi sono sia punti dove f vale zero sia punti dove f
€ positiva. Tuttavia f € limitata ed ha quindi senso porsi il problema della sua integrabilita secondo Riemann,
come adesso faremo provando che f e in effetti integrabile. Osserviamo intanto che una qualunque somma
inferiore relativa ad una qualunque decomposizione vale 0; quindi, per provare I'integrabilita, ¢ sufficiente
provare che per ogni € > 0 esiste una decomposizione D, tale che Sp, < ¢; in tal modo avremo che inf ¥ = 0,
da cui l'integrabilita a norma di definizione. In corrispondenza ad € > 0, che sceglieremo anche minore di
1 €

1, esiste n* € N tale che - > § solo per n = 1,2,....n"; poiché, per ogni h € N,h > 1, f assume il valore

in un numero finito di punti (la dimostrazione viene lasciata al lettore), possiamo affermare che esistono

Bl

solo un numero finito di punti, y1, Y2, ...-Yng, o = n* (fra i quali z = 1, ma non x = 0), in cui f & maggiore
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od uguale ad §; possiamo anche supporre di averli gia ordinati in ordine crescente (ne segue che yn, = 1).
Scegliamo adesso la seguente decomposizione di [0,1]: 29 =0 < 21 < 21 < Ta < 22 < weeee < Ty < 2py =1

in modo che si abbia

€ .
<y <z o, |la—x < — Vi=1,2,...m9— 1,
QTLO

ed osserviamo che in ognuno degli ng intervalli del tipo [z, 2;] cade il punto y; dove f & maggiore od uguale

€

a 5, ma non supera 1, mentre nei restanti intervalli f & minore di §; per la corrispondente somma superiore

avremo cosi

Sp. =sup{f(z): z € [0,z1]}(z1 — 0) + sup{f(z) : = € [x1, 2]} (21 — z1)+

sup{f(z) : ¢ € [21, 2]} (2 — 22) + ........ +sup{f(z) : ¢ € [Tny, 1]}(1 — xp,) <
€ € €
i(xl —0)+ (21 — 1) + 5(:32 —z21)+ (22 —@2) + oo + i(xno — Zng—1) + (1 —2p,) <
€ € € €
— — —21)+ ... n o — — 4 — 4+ ... — | <-4+ —np=c¢.

La integrabilita di f & cosi acquisita. Prima di concludere lo studio della funzione di Lebesgue, osserviamo
che il suo integrale di Riemann vale zero, anche se essa assume valori positivi in una infinita numerabile di
punti del proprio dominio. Il perché di tale ”strano” comportamento sara chiaro quando verra studiata la
teoria della integrazione secondo Lebesgue.m

Esercizio 1.4. Sia f : R — R una funzione periodica di periodo T' > 0, che risulti integrabile secondo
Riemann in un intervallo di ampiezza T'; provare che f & integrabile in ogni sottointervallo chiuso e limitato

di R e che si ha f(f flz)dx = ffj__qT, f(z)dx per ogni [a,b] C Rm

82. Proprieta dell’integrale di Riemann.

Sempre dal Criterio di Riemann discende il seguente importante risultato

Teorema 2.1.S5ia f una funzione reale limitata ed integrabile in un intervallo [a,b] e siano y1,y2 € |a,b] con
y1 < yo. Allora f é integrabile in [y1,ya].

Dimostrazione. Essendo f integrabile, fissato ¢ > 0 esiste una decomposizione D di [a,b] mediante certi
punti zp = a < 1 < ... < T < Tiq1 < ... < x, = b tale che Sp — sp < €; se aggiungiamo a D i

10



Integrale di Riemann

due punti y;,y2 otteniamo una decomposizione D; (che potrebbe anche coincidere con D) per cui vale che
Sp > Sp,,sp < sp,, come visto nella dimostrazione del Teorema 1.1; quindi si ha Sp, — sp, < e. Adesso
consideriamo i punti di D; che cadono nell’intervallo [y1, y2] e che quindi costituiscono una decomposizione

D* di tale intervallo. Osserviamo che, per la scelta di D* e per I’Osservazione 1.2, si ha allora
Sp+ — spx < SDl —S8p, <€

che grazie al criterio di Riemann conclude la dimostrazione.s

L’integrale di Riemann gode delle seguenti proprieta

i) Omogeneita: Sia f : [a,b] — R integrabile e sia ¢ € R; allora la funzione cf ¢ integrabile secondo Riemann
in [a,b] e si ha

bcf(x)dx _. [ F(2)dz (2.1)
/ /

Dimostrazione. Se ¢ = 0, & ovvio che cf & integrabile, perché costante; inoltre, anche 'uguaglianza (2.1) ¢
banalmente verificata. Sia quindi ¢ # 0; proviamo la integrabilita di ¢f e la validita della (2.1) nel caso di
¢ > 0. Dall’integrabilitd di f segue che, fissato € > 0, esiste una decomposizione D di [a,b] in un numero
finito di intervalli mediante i punti seguenti a = 2o < 1 < X3 < ... < x; < Tjy41 < ... < x, = b e tale che

b

Si; - sb < €/c; poiché ¢ > 0, si ha facilmente csup{f(x) : © € [x;,zi41]} = sup{cf(z) : ¢ € [x;,xi41]} €

cinf{f(z) : ¢ € [x;,xi11]} = inf{cf(x) : x € [z;,2;41]}; ne viene cosi che

54 — 5 = S (suplef () s 7 € s, esa]} — e (@) £ 2 € g1, 2i1]}) (@rs1 — 1) =
i=0
Z_:(csup{f(x) (X € [wi, i)} — cinf{f(x) : @ € [z5, xi41]}) (Tig1 — x) =
=0
n—1
c lZ(sup{f(x) tw € o, miga]} — nf{f (@) 7 € (25, 2] (@igs — 1) | = o(Sh — s]) <€
=0

quindi c¢f & integrabile in [a, b]. Notiamo che, se ¢ > 0, si ha S,C:,f = cSé e s(g = cst per quanto osservato

prima. Proviamo la (2.1): a tal fine, fissato € > 0 scegliamo una decomposizione D tale che S,cjf — sch <€

dalla Osservazione 1.1 segue che
b b
/ cf(z)dx — c/ fle)de < S —esh, = 86 — 557 < ¢

b b
c/ f(x)da:—/ cf (x)dz < eSh — 55 = 85 — 55 < e

11
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Per la definizione di valore assoluto possiamo allora affermare che

’ cf(x)dx — ¢ ' f(x)dx
J J

<e€

Dall’arbitrarieta di e segue la (2.1).

Nel caso ¢ < 0, la precedente dimostrazione continua a valere (con le opportune modifiche) scegliendo
€/(—c) invece di €/c e tenendo presente che csup{f(x) : « € [z;,x;41]} = inf{cf(x) : x € [z, xi41]} €
cinf{f(z) : « € [x;,2;41]} = sup{ef(x) : x € [x;,x;41]}. Ne viene che qualunque sia ¢ € R, la funzione cf &
integrabile e vale la (2.1).m

ii) Distributivita: Siano f,g : [a,b] — R due funzioni integrabili; allora la funzione f + g é integrabile e
risulta

/ (@) + g(a))dz = /  flayar + / " @) (2:2)

Dimostrazione. Sia € > 0, Dy una decomposizione di [a, b] tale che Sél — stl < 5, D2 una decomposizione

di [a,b] tale che 5’%2 - 5%2 < §; consideriamo poi la decomposizione D che si ottiene unendo D; e D3 e

ricordiamo che, come provato durante la definizione di integrale di Riemann, si ha
Sh < Sh, . Sh < S,

f f g g
$p = Sp,» Sp = Sp,
ne segue che

€ €
Sé—st<§,Sl%—sgD<§

Poiché ¢ facile vedere che Séﬂy < S{) + 5% ed anche st+g > st + s9,, otteniamo che

SHH — shf 9 < (S}, +5%) — (s + s%) < e

Abbiamo cosi la integrabilita di f+g. Proviamo la (2.2): a tal fine, fissato € > 0 scegliamo una decomposizione

D come sopra tale che S}; — s{) < § ed anche S}, — 57, < §; dalla Osservazione 1.1 segue che

/ab[f(x) + g(z)]dz — </ab f(x)dz + /abg(x)dx> <

SIHT — (s +59) < SH —sf 459 — 59 <€

(/ f(x dx+/ (x)d:c> —/ab[f($)+g(x)]dx <

(Sh4+59) —shr9 < 8f — sl 459 — 6% <€

12
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Per la definizione di valore assoluto si ha allora

[ﬁf®%+ﬂwwx—(Zfﬂ@ﬂx+[fmm¢a

Dall’arbitrarieta di € segue la (2.2).m

<e€

iil) Additivita: Sia f : [a,b] — R integrabile e sia ¢ €)a,b[. Allora, f ¢é integrabile in [a,c] e in [c,b] e si ha

/ab fl@)dx = /ac f(z)dx + /Cb f(z)dz (2.3)

Dimostrazione. La integrabilita di f in [a,c] e in [c,b] segue dal Teorema 2.1; rimane solo da provare la
(2.3). Fissiamo € > 0 e scegliamo una decomposizione D; di [a, c] e una decomposizione Do di [c, b] tali che
Sp, —sp, <35, Sp, —sp, < 5. Le due decomposizioni D; e D2 danno luogo ad una decomposizione D di

[a,b] per la quale & facile provare che Sp = Sp, + Sp, , Sp = Sp, + Sp,; 'Osservazione 1.1 implica che

/abf(x)dx— </acf(x)dx+/cbf(x)dx> <

Sp = (sp, +sp,) = Sp, + Sp, — (sp, +5p,) < ¢

c b b
(/f@w+/fww>j/ﬂwm<
SD1 + SD2 —Sp = SDl + SD2 — (801 + 8[)2) <€
La definizione di valore assoluto permette di concludere che

/abf(x)dx— (/:f(a:)d:c+/cbf(a:)d:c>

L’arbitrarieta di € prova la (2.3).m

<e€

iv) Positivita: Sia f : [a,b] — [0, +o00[ integrabile. Allora

b
/ f(z)dz >0 (2.4).

Se inoltre f é continua, allora

b
/ f@)dz =0 f(z)=0 Yz € [a,b]

Dimostrazione. Dall’Osservazione 1.1 segue subito la (2.4) se scegliamo la decomposizione D determinata

dai soli punti g = a < 1 = b e se teniamo conto del fatto che inf{f(z) : € [a,b]} > 0. Per quanto
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riguarda la seconda affermazione, supponiamo che f sia continua; sappiamo gia che se f ¢ identicamente
nulla, allora il suo integrale di Riemann vale 0. Viceversa, sia f: f(x)dx = 0 e, per assurdo, supponiamo che
esista yo € [a, ] tale che f(yo) > 0; allora, grazie al Teorema della Permanenza del Segno ed alla continuita
di f possiamo affermare che esiste un sottointervallo [c,d] di ]a, b dove f & positiva e quindi, per il Teorema
di Weierstrass, ammette minimo positivo. Consideriamo la decomposizione D di [a, b] ottenuta scegliendo i

punti a = xg < r1 = ¢ < 22 =d < x3 = b e, ricordando ’Osservazione 1.1, notiamo che

b
0<min{f(sc):z€[c,d]}(dfc)gng/ f(x)dx

contro la nostra ipotesi. Questa contraddizione dimostra che f deve essere identicamente nulla in [a, b].=
v) Monotonia rispetto alla funzione integranda: Siano f,g : [a,b] — R due funzioni integrabili con f(z) <
g(x) per ogni x € [a,b]; allora si ha
/b f(z)dz < /bg(x)dx (2.5)
a a
Dimostrazione. La funzione h = g — f & integrabile in [a,b] per la omogeneita e la distributivita ed ¢ non

negativa per Uipotesi fatta su f e g; quindi, grazie a (2.1), (2.2) e (2.4) si ha

0< /ab h(z)dx = /ab g(x)dx — /ab f(x)dx

che prova la (2.5).m

vi) Sia f : [a,b] — R integrabile e sia ¢ : [inf f,sup f] — R una funzione lipschitziana, con costante di
lipschitzianita M. Allora ¢ o f risulta integrabile in |a,b].

Alla dimostrazione di questo risultato occorre premettere il seguente

Lemma 2.2.5ia f : X — R limitata e sia ¢ : [inf f,sup f] — R una funzione lipschitziana, con costante di

lipschitzianita M. Allora

sup (¢ o f)(z) (¢o f)(x) <M |sup f(z) — inf f(z)|.

— inf
reX zeX zeX zeX
Infatti, fissato € > 0, applicando la seconda proprieta dell’estremo inferiore e la seconda proprieta dell’estremo

superiore, troviamo ., y. € X tali che sup,¢ x (¢of)(z) < (¢of)(ze)+e/2 einfyex (pof)(x) > (Ppof)(ye)—e/2;

ne segue che

sup(¢ 0 f)(@) = inf (90 )(@) < ($o flwe) + 5= (6o Hw) = 5) <

zeX 2
(60 () = @0 N0l + < MIf(e)  Fp)| + € < M (sup ()~ B 1(0)) +¢

14
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che da la tesi, stante 'arbitrarieta di e.m
Dimostriamo adesso la proprietd (vi); ¢ intanto facile provare (la dimostrazione viene lasciata al lettore)
che ¢ o f & limitata; sia, ora, € > 0 e sia D, una decomposizione di [a,b] tale che S’ée - SJ,;e < ¢/M (tale
decomposizione esiste perché f ¢ integrabile); in corrispondenza alla stessa decomposizione calcoliamo

n—1
S;'éif—s%"f:Z( sup (o f)(x) — inf ](¢>of>(fc>> (i1 —m1) <

€ i=0 xe[xi,le] re[£i»£i+1

Z_: M ( sup  f(x)— inf }f(l')> (Tit1 —xi) =
i=0

z€[zi,Tit1] TE[Ti it
M(Sh, —sh) < M- =e
che implica la integrabilita di ¢ o f.m
La proprieta (vi) ha le seguenti notevoli conseguenze

vi,1) Sia f : [a,b] — R integrabile; allora |f| é integrabile ed inoltre

/ab f(z)dx

Dimostrazione. E sufficiente applicare la (vi) con ¢(y) = |y|, per avere la integrabilita di |f|. Per provare la

b
< / |f(z)|dx (2.6)

(2.6), ¢ sufficiente osservare che

—[f(@)] < flz) <[f(x)] Vo €la,b]

ed applicare quindi la monotonia dell’integrale e note proprieta del valore assoluto.m

Osservazione 2.1: Notiamo che la proprieta (vi,1) provata sopra non pud essere invertita, nel senso che
esistono funzioni non integrabili secondo Riemann, ma tali da essere integrabili in valore assoluto. E suffi-
ciente considerare la funzione di Dirichlet con @ = —8 # 0 per avere una funzione non integrabile, ma tale
che |f] & costante e quindi integrabile.n

vi,2) Sia f : [a,b] — R integrabile; allora f™,n € N, é integrabile.

Dimostrazione. La funzione ¢(y) = y™ verifica in R la gia provata disuguaglianza (si veda il capitolo sui
numeri reali)

== (=)t T 2R

da cui, per t, z € [inf f,sup f], segue

[t — 2"| < [t — 2[nmax(|inf f], | sup )"

15
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che da la lipschitzianita di tale ¢ in [inf f, sup f] in modo da poter applicare (vi).m
vi,3) Siano f,g : [a,b] — R integrabili; allora max(f(z),g(x)) e min(f(x),g(x)) sono integrabili.

Dimostrazione. La tesi segue da precedenti proprieta una volta che si osservi che

f(@) +9(z) +[f(x) — g(x)]
2

f(@) +g(x) —[f(x) — g(=)]
2

max(f(z),g(z)) =

Yz € [a,b]

min(f(z), g(x)) = YV € [a,b]m

Esercizio 2.1. Sia f : [a,b] — R integrabile. Provare che f*(z) = max(f(z),0) e f~(z) = max(—f(z),0)
(dette parte positiva e parte negativa di f) sono integrabili.a
vi,4) Siano f,g : [a,b] — R integrabili. Allora fg & integrabile.

Dimostrazione. E sufficiente usare precedenti proprieta, una volta che si osservi che

(f(z) + 9(2))* = (f(x) — g(x))?
4

flx)g(x) = Va € [a,b]m

La proprieta (vi) afferma che la funzione composta ¢ o g di una funzione lipschitziana ¢ : [a,b] — R e di
una funzione integrabile secondo Riemann ¢ : [¢,d] — [a,b] & ancora integrabile secondo Riemann. L’ipotesi
fatta su ¢ non puo essere tolta del tutto come il seguente esempio dimostra

Esempio 2.1. Sia

(Z)(J:):{(l) iig:[ﬂ,l]—ﬂl%

e sia g la funzione di Lebesgue; ¢ facile vedere che ¢ o g € la funzione di Dirichlet, che non e integrabile
secondo Riemann, mentre le due funzioni componenti lo sono.m

Nel Capitolo 18 dimostreremo (Corollario 10.4) che & sufficiente assumere ¢ continua, per avere la integrabilita
di ¢pog (con g sempre integrabile); mentre nel Capitolo 16 dimostreremo con un esempio che se ¢ & solamente
integrabile secondo Riemann, allora ¢ o g puo non essere integrabile secondo Riemann, anche se g € continua.
vii) Sia f : [a,b] — R limitata e integrabile secondo Riemann. Se inf|f| > 0, allora % ¢ integrabile secondo
Riemann.

Se f ¢ integrabile, fissato € > 0 esiste D, tale che Sp, — sp, < e(inf[a’b])Q. Poiché si ha

1.1 @) = fWl vy € la
‘f( ) f(y)‘ < (infl,4)2f v,y € [a,b]
e quindi
1 : 1 iz
Sllp{f(x).$€[$i7$i+1]}—lnf{f(x)- € [z, z+1]}§
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sup{f(z) : @ € [z, x|} —inf{f(x) : © € [2;, xi11]}
(inf(q4))2 f

da Sp, — sp, < €(inf[, 4))? segue facilmente che

disuguaglianza che prova la tesi.

viil) Monotonia rispetto all’intervallo di integrazione. Sia f : [a,b] — [0, 4+o00[ integrabile. Siano c,d € [a, b

/C " fayds < / ' f)de

Dimostrazione. La integrabilita di f in [¢, d] & gia stata provata. Dalla (2.1) si ha

/abf(x)d:cz/acf(:c)dx—i—/cdf(x)d;v—k/dbf(gc)dx

da cui segue immediatamente la tesi, tenendo conto del fatto che f ¢ non negativa e che, quindi, vale la (2.4)

con c < d. Allora

in [a,c] e in [d,b]m

Esercizio 2.2. Sia f : (a,b) — R una funzione continua. Dimostrare che f & convessa se e solo se

t—s

[rwa< e 0] Yste @) s < ta

83.11 Teorema della Media e l'integrale definito.

Molto importante (nonostante la semplice dimostrazione) ¢ il seguente

Teorema della Media per ’integrale di Riemann.Sia f definita e integrabile secondo Riemann in [a, b]

a valori in R. Allora si ha

b
inf{f(x):x €la,b]}(b—a) < / f(z)dx < sup{f(x):x € [a,b]}(b—a)

Se f ¢ anche continua, allora esiste ¢ € [a,b] tale che

b
/ f(@)dz = f(e)(b - a).

17



Integrale di Riemann

Dimostrazione. Sia D la decomposizione di [a, b] ottenuta considerando i punti a = zg < 1 = b; dall’Osser-

vazione 1.1 segue che

b
inf{f(x):x €la,b]}(b—a) < / f(z)dx < sup{f(x):x € [a,b]}(b—a)

da cui la prima parte della tesi.
Supponiamo, ora, che f sia continua. Dalla disuguaglianza gia ottenuta si ricava facilmente che
Ju f(@)de
Ja IV
b—a

inf{f(x):z € [a,b]} < < sup{f(z): z € [a,b]}

Essendo f continua ’estremo inferiore di f & anche il minimo assoluto, cosi come ’estremo superiore di f &

fab f(z)dx

anche il massimo assoluto; allora il numero *¢3—— ¢ compreso fra il minimo ed il massimo di f; il Teorema
di Darboux (o dei valori intermedi) per le funzioni continue permette di affermare che tale numero fa parte
dell’insieme immagine di f; quindi esiste ¢ € [a, b] tale da soddisfare la seconda parte della tesi.m

Il precedente risultato puo essere esteso, con semplice dimostrazione che viene lasciata allo stduente, come
segue

Teorema della Media Generalizzato.Sia f definita e integrabile secondo Riemann in [a,b] a valori in R.
Sia g : [a,b] — [0, 4o00] integrabile secondo Riemann in [a,b]. Allora esiste p € [inf(q p) f,supy, ) f] tale che
st ha

o)z = [ gz
/ /

Se f & anche continua, allora esiste ¢ € [a,b] tale che

/ '(f) @)z = £(O / " @)z

Sia f : [a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemann e siano dati due arbitrari punti zo, x; € [a, b]; se
xo < 1 sappiamo che f risulta integrabile in [xg, z1] e quindi ha senso considerare f;;l f(x)dx; & naturale (ed

anche utile come vedremo in seguito) cercare di dare un significato all’integrale precedente quando g > ;.

Definizione di integrale definito.Sia f : [a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemann e siano

dati due arbitrari punti xo, x1 € [a,b]; porremo allora per definizione
1
/ f(x)dx = integrale di Riemann se xo < 21
o

1
/ flx)dz =0 se To = T1
zo

18
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/1’1 flx)dx = — /IO f(z)dz se To > X1.

Con questa definizione il simbolo f;ol f(z)dz ha allora significato numerico per ogni coppia di punti xo,x1 €
[a, b]; esso viene chiamato integrale definito.

Si hanno le seguenti proprieta la cui dimostrazione segue subito dalle analoghe proprieta dell’integrale di
Riemann e dalla definizione sopra considerata e viene pertanto lasciata al lettore (in esse f,g : [a,b] — R

denoteranno funzioni integrabili secondo Riemann in [a, b] ed xg,z1,z2 punti arbitrari di [a, b])

/:f@)dt /:Of(t)dt
/ of (z)dz = c/ f(@)de Ve e R
/“w)w dx—/ i dﬁ/“g(x)dx
/f dm—/ fla dx+/ fla

/z e <| [ Ollf(x)ldw

/ flx)dz >0 se f(x)>0 e zp<um

/ f(z d:c</ glx)dr se f(x)<g(x) e xzp<z1. =

Introduciamo, ora, la cosiddetta funzione integrale, che come vedremo svolgera un ruolo determinante nel
calcolo dell’integrale definito di una funzione continua (ed anche nel calcolo degli integrali impropri che

introdurremo in un capitolo successivo)

Definizione 3.1.5ia [ : [a,b] — R una funzione integrabile e sia xq € [a,b]; allora Uintegrale

/I f)de x € la,b],

& una ben definita funzione di x € [a,b], che chiameremo funzione integrale.

Notiamo che al variare di g € [a, b] la funzione integrale varia, cosicché ad ogni funzione f integrabile sono,
in realta, associate infinite funzioni integrali; per esse dimostriamo alcune importanti proprieta raccolte in
unico enunciato

Teorema 3.1.Sia f : [a,b] — R integrabile. Allora

i) due sue qualunque funzioni integrali differiscono per una costante
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1) ogni sua funzione integrale & lipschitziana
iii) se f & non megativa, ogni sua funzione integrale ¢ non decrescente
iv) se f & non decrescente, ogni sua funzione integrale é convessa.
Dimostrazione. Le dimostrazioni di (i) e (iii), immediate, vengono lasciate al lettore. Proviamo (ii). Ricor-
diamo che f & limitata, cioé che esiste M € R tale che |f(x)| < M per ogni x € [a, ]; se zg € [a,b] ed inoltre

F(x) = f;o f(t)dt,x € [a,b], risulta

/,: f(t)dt — /w: f(t)dt’ = /Zy f(t)dt’ <

che ¢ la (ii) della tesi. Dimostriamo, infine, la (iv). Se z¢ € [a,b] sia F(z) = f;; ft)dt,z € [a,b]. Per

F(y) — F(:)| = | If(t)dt‘ < My - 2|

x,z € [a,b], A € [0,1], proviamo che
FAx 4+ (1—=XNz) < AF(z) 4+ (1 =N F(2).
Posto y = Az + (1 — \)z, ricaviamo che A\ = £==; osserviamo che la tesi equivale a

Fly) =AF(y) + (1 = A)F(y) < AF(x) + (1 - M) F(2) &

AF(y) — F(z)) < (1= N)(F(2) - F(y)) <

/\/yf(t)dt <(1-N /Zf(t)dt (3.1).

Poiché f & non decrescente per ipotesi si ha z <t <y = f(t) < f(y) ey <t <z = f(y) < f(t), da cui

discende che

/ " feyde < / " )t = f)y — ). / Cf(tydt > / T f)dt = F)(: - y):

ne segue che

)\/yf(t)dt < 2y —2)fw)

ed anche

- [ s (1— y‘z) 0w = "V ) )

T—z
da cui la (3.1) equivalente alla tesi m
Esercizio 3.1. Sia f :]a,b[— R. Dimostrare che f & convessa se e solo se esiste una funzione g :]a,b[— R

non decrescente tale che

f@) = 10+ [ g0 Ver €lab].
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Quindi dimostrare che se g :]a, b — R non decrescente ¢ tale che

f(x):f(c)—i—/mg(t)dt Ve, x €la, b,

allora f’ (z) < g(x) < fl.(x),x €]la,b[; infine, provare che per ogni g :]a,b[— R non decrescente tale che

fL(z) < g(x) < fi(x),z €la,bl, siha
flx)=flc)+ /$ g(t)dt Ve, x €a,b] m

Una prima conseguenza di proprieta della funzione integrale & la seguente non immediata altra estensione

del Teorema della Media

Secondo Teorema della Media per l’integrale di Riemann.Siano f,g definite e integrabili secondo

Riemann in [a,b] a valori in R con g monotona (per fissare le idee sia g non decrescente). Allora esiste

/(fg /f ) + g(b /f

Dimostrazione. Possiamo subito osservare che se g € costante non vi ¢ nulla da provare, cosicché supporremo

€ [a,b] tale che

che g(b) # g(a). SiaD ={xg=a < x1 < x3 < .... < &p, < Tpy1 = b} una arbitraria (per ora) decomposizione

di [a, b]; per ogni i =0, 1,2, ....n, scegliamo &; € [x;,z;41],7 = 1,2,...n, con & = a,&, = b. Si ha

/ x)dx — Zg &) /QEHrl x)dx| = Z/ 1+1 —g(&)]dx

S loterirn) — gl [ 15@)dal;

=0

Poiché la funzione integrale  — [ |f(z)|dz : [a,b] — R & lipschitziana (Teorema 3.1), fissato e > 0 esiste

6 > 0 tale che, se D & scelta in modo che max{z;y1 —x; : 1 =0,1,...n} <4, risulta

/ o

qualunque sia la scelta dei punti &; € [x;,z;41],4 = 1,2,..n, con & = a,&, = b. Posto adesso F(z) =

i+1

b
o)) — g6 / f(@)de

T

< €,

< . [9(@ig1) — g(z4)]

=0

[F f(t)dt : [a,b] — R, si ha

n

Zg (&) / i+ fl@)de =" g(&)[F(2ip1) — Fla)] = — Z;F(fﬂi)[g(&) = 9(&i-1)] + 9(&n) F(Tn+1)

=0

da cui segue facilmente che

Tig1 b
— (max F) [g(b) — g(a)] + g(b / e x<zga / fla)do < ~(min F) o) - 9(@)] +90) | S(o)dz

[a,b] la,b]
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e quindi, per arbitrarieta di ¢,

b b b
—(max F) [g(b) - g(a)] + g(b) / f(x)dz < / (f9)()dz < —(min F) [g(6) — g(a)] + g(b) / f(x)dz

la,b] [a,b]

da cui deriva che

b b
[9(6) — g(a)) ! {g<b> [ - [ (fg)(as)dx} € [min F, max FY;

la,b] [a,b]

esiste, cioé, pu € [ming, p) F, maxq, 3 F] tale che

b b
/ (f9)(@)dz = —ulg(8) — g(a)] + 9(b) / f(x)d.

Dal Teorema di Esistenza degli Zeri (applicabile a F' perché continua) segue allora che esiste ¢ € [a,b] tale

che p = fac f(z)dz, uguaglianza da cui deriva facilmente la tesi.m

Corollario 3.2.Siano f,g definite e integrabili secondo Riemann in [a,b] a valori in R con g monotona (per

fissare le idee sia g non decrescente). Allora esiste ¢ € [a,b] tale che

/ab(fg)(x)d;z: = g(a+) /aC f(x)dx + g(b) /Cb f(z)dz

oppure
b c b
[ oz =g@ [ fayda+ o) [ soyis
oppure
b c b
[ Gawis = g(as) [ s@ys+g0-) [ s
Dimostrazione. Proviamo solo la prima formula, poiché le altre si ottengono allo stesso modo. Consideriamo
una nuova funzione g : [a,b] — R definita ponendo
9(x) x €la,b]
gi(z) =
g(a+) T=a
anch’essa non decrescente (perché 7). Applicando alla coppia di funzioni f,g; il precedente Teorema otte-

niamo la tesi.m

84.11 Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale.
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In questo paragrafo dimostreremo un importantissimo risultato che lega l'integrale di Riemann al concetto
di primitiva nel caso di funzioni continue. Iniziamo presentando un risultato che mette in luce quella che,

probabilmente, € la piti importante proprieta delle funzioni integrali

Teorema di Derivabilita della Funzione Integrale.Sia f : [a,b] — R integrabile secondo Riemann. Se
xo € [a,b], la funzione integrale F(x) = ffo f(@)dt : [a,b] — R ¢ derivabile in ogni punto x1 € [a,b] dove f é
continua; inoltre, si ha F'(x1) = f(x1).

Dimostrazione. Sia 1 € [a,b] un punto di continuitd per f. Consideriamo, per h € R,h # 0, tale che
x1+h € [a,b], il rapporto incrementale di F' ed osserviamo (supponendo, tanto per fissare le idee, che h > 0)

che si ha

Flay+h) — F(e) _ o " f0de— [o fo)de _ [77" fe)de

€[ inf , sup )
i h h [[zl,fﬂlJrh] / [z1,21+h] /!

dove l'ultima relazione di appartenenza & conseguenza del Teorema della Media. La continuita di f in x;
implica che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che da = € [a,b], | — z1| < § segue che |f(z) — f(x1)| < € ne
viene che f(x1) — € < f(x) < f(x1) 4+ € per = € [a,b], |z — 21| < 6; quindi, f(z1) —€ < infjy, 5., 151 f <
SUPy, g5, 16f < f(z1) + € Se adesso h < 6 ricaviamo facilmente che infi,, 5., 150 f < infiy, 2,10 f <
SUP[3, 2y +h] | < SUPJg, —6.2,45[f € quindi, da quanto gia osservato , che

JIE p ()t

A —fl@)| <&

quanto provato e la tesim
La principale conseguenza del precedente risultato ¢ il seguente teorema, la cui dimostrazione e, a questo

punto, immediata

Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale (Torricelli-Barrow).Sia f : [a,b] — R una funzione

continua e sia xg € [a,b]. Allora la funzione integrale

F(z) = /I f(t)dt YV € [a,b],

e una primitiva di f.
Osservazione 4.1: Il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale ed il Teorema di Lagrange (applicato
alla funzione integrale) permettono di affermare che, nella seconda parte del Teorema della Media, il punto

¢ della tesi si trova in ]a, b[.a
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Nel Teorema di Torricelli-Barrow 'ipotesi di continuita non puo essere tolta; infatti, supponiamo che f sia
integrabile secondo Riemann, ma non continua (per esempio f sia non continua e monotona, con discon-
tinuitd, quindi, di prima specie o eliminabili); allora ogni sua funzione integrale ha senso, come osservato
sopra, ma nessuna di esse puo essere una primitiva per f, poiché f & priva di primitive. Si noti anche che
Pesistenza di primitive non implica l'integrabilita secondo Riemann; a tal fine si consideri la funzione
2 L
x°sin x#£0
flz) =
0 z=0

e la sua derivata

z2 T

2assini—gcoswi2 x#£0
f(@) =

0 x=0
f' & dotata di primitive, ma essendo non limitata in ogni intorno di = 0 (la dimostrazione viene lasciata

al lettore) non ¢ integrabile secondo Riemann nell’intervallo [—1, 1].

Esercizio 4.1. Sia f : [a,b] — R continua. Dire se data una sua primitiva F' essa ¢ una funzione integrale,
cioé esiste zo € [a,b] tale che F(z) = f;o f(®)dt,x € [a,b], giustificando la risposta. In caso di risposta
negativa, dire anche se esistono funzioni per le quali la risposta & positiva, individuando una condizione
sufficiente che deve essere soddisfatta da una funzione f perche ogni sua primitiva sia una funzione integrale.

La condizione trovata ¢ anche necessaria?s

Corollario 4.1.5ia f : [a,b] — R una funzione continua e sia G una qualunque primitiva di f. Allora

b
/ F(t)dt = G(b) — G(a).

Dimostrazione. Dal precedente Teorema Fondamentale sappiamo che la funzione

F(x) = /9’3 f®)dt Vz € [a,b],

¢ una primitiva di f (qualunque sia il punto xy che scegliamo in [a, b]). E allora noto (Capitolo 10) che tale

F e G differiscono per una costante k € R; cioé G(x) — F'(z) = k, per ogni x € [a,b], e quindi

G(b) — F(b) = k = G(a) ) &

— G
Gb) — Gla) = F(b) — F(a) = / F(t)dt — / " ptydt = /b o

La dimostrazione ¢ conclusa.m

Il precedente Corollario 4.1 serve a spiegare come e possibile calcolare il valore dell’integrale di Riemann per
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una funzione continua; vedremo in seguito come ¢ possibile determinare il valore di tale integrale per altre
classi di funzioni integrabili secondo Riemann (per esempio, quella delle funzioni generalmente continue e
limitate).

Esercizio 4.2. Sia f : [a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemann e sia F' : [a,b] — R una sua
primitiva. Provare che f: f(z)dz = F(b) — F(a)m

Sempre dal Corollario 4.1 segue (con le stesse notazioni) che per ogni coppia di punti zg,z1 € [a, b] risulta

| rae = 6 - GGwo)

(la dimostrazione viene lasciata al lettore); la differenza G(x1) — G(xo) viene a volte indicata con [G(t)]3}.

Esempio 4.1. Si voglia calcolare 'integrale definito seguente

/7r dx
o cos?x +sin2x +1

Osserviamo innanzitutto che, essendo cos?z > 0 e sin2x + 1 > 0, il denominatore si annulla se e solo se

cos?z = 0 esin2z+1 = 0, un fatto che in [0, 7] non si verifica mai; quindi la funzione data & definita, continua

e positiva in [0, 7]; ne segue in particolare che il precedente integrale dovra essere positivo. Nel Capitolo 12

jus

abbiamo gia calcolato una primitiva della funzione integranda negli intervalli [0,

[e]%,7]; essa ¢ la funzione
arctg(tgx + 1); tenendo conto della ” osservazione importante” fatta all’inizio del capitolo sull’integrazione
indefinita abbiamo scritto che tutte e solo le primitive della funzione integranda in [0, 7]\ {0} sono le funzioni
del tipo
arctg(tgr + 1) +c¢1 x € [0,7/2]
G(x) =
arctg(tgr + 1)+ co = €]w/2,7]

s
2

che sono poi state "incollate” mediante un procedimento di limite per x — Z, ottenendo cosi che tutte e solo
le primitive in [0, 7] sono le funzioni
arctg(tgr + 1) + ¢ x € [0,7/2]
Glx)=¢7/24+ ¢ x=m/2
arctg(tgr + 1)+ 7+ c¢1 x €]n/2,7]

E allora facile verificare che

/7r dz
=.
o cos?z+sin2zr+1

)

Se nel calcolo di tali primitive (effettuato nel Capitolo 12) non avessimo tenuto conto della ” osservazio-

ne importante’ come abbiamo fatto ed avessimo considerato come primitive le funzioni del tipo F(z) =
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arctg(tgz + 1) + ¢, avremmo ottenuto

T dx
2 : =0
o cos?x+sin2zx +1
come facilmente si verifica; ma per quanto osservato all’inizio, cio € impossibile essendo la funzione integranda

positiva e continua in [0, 7.

Esercizio 4.3. Dopo aver dimostrato che gli integrali definiti seguenti

/” 3sin® x cos® & de /7T dx

o 2cosbx+2sin®zcosdx +sin®x Sy 13cos?z + 8sin2z + 4

devono essere positivi, calcolarne il valore.m

Valgono i seguenti risultati, conseguenze del Corollario 4.1

Formula di Integrazione per Parti per l’integrale definito.Siano f,g : [a,b] — R due funzioni

derivabili con derivate continue ed xg,x1 due punti arbitrari di [a,b]. Allora si ha la seguente formula

/ " Po)g(@)ds = (Fa)g(er) — flao)g(zo)) — / " f@)g (@)

Dimostrazione. Una primitiva della funzione f’'g + f¢’ & la funzione fg; quindi per il Corollario 4.1 si ha

/% f'(@)g(x)dz + /w1 f(@)g (@)da = f(x1)g(x1) — f(z0)g(x0)

che ¢ la nostra tesim
La Formula di Integrazione per Parti ha come conseguenza il seguente risultato relativo alla Formula di

Taylor con resto in forma integrale

Formula di Taylor con Resto in Forma Integrale.Sia f : (a,b) — R una funzione di classe C"*1,n € N,

in tutto (a,b). Per ogni coppia di punti x,xq € (a,b) sussiste lidentita sequente
[ (o) AU n
f(x):ZT(x—xo)k+ OT(x—t) dt,
k=0 x

detta ”Formula di Taylor con Resto in Forma Integrale”.
Dimostrazione. Dimostreremo la tesi procedendo per induzione su n; se n = 0 la tesi segue immediatamente
dal Corollario 4.1. Se adesso ammettiamo vera la tesi per n — 1, dobbiamo dimostrarla nel caso generale n;

possiamo intanto scrivere, grazie all’ipotesi di induzione, che

AN G "
f(w)];)k(!())(:cxo)“r/wo (n_(l))!(xt) Ldt (4.1);
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adesso usiamo la Formula di Integrazione per Parti per calcolare I'ultimo integrale ottenendo che

T n n(p z p(n+1)

una banale sostituzione nella formula (4.1) conclude la dimostrazione.n

Esercizio 4.4. Utilizzando la precedente Formula di Taylor dimostrare che se f : [zg, +oo[— R & ivi di

classe C2, limitata per x € [zg, +00[ e con lim,_, 1o f"(x) = 0, allora deve aversi lim,_, 1o f'(x) =0 .a

Primo Teorema di Integrazione per Sostituzione per l’integrale definito.Sia f una funzione reale
definita in [a, b],ivi continua,e sia g una funzione reale definita in [c, d] ed i derivabile con derivata continua,
a valori in [a,b]. Siano xg,x1 € [c,d]. Allora vale la sequente formula di integrazione per sostituzione
T g(ml)
!
| statang@is = [ s
xo g(:l?())
Dimostrazione. Sia F' una primitiva di f; allora si ha
g(z1)
[ #ede = Fglan)) - Flglan)).
g(zo)

D’altra parte, la funzione F(g) & una primitiva della funzione f(g(z))g’(z), cosicché

/mﬂMMM@MWZHMMDfHMm»

Quindi i numeri che compaiono nei due membri della tesi sono uguali.m

Se si suppone che la funzione g che da luogo alla sostituzione nel precedente Teorema e invertibile, allora
¢ possibile stabilire un (Secondo) Teorema di Sostituzione, che avremo modo di utilizzare in seguito, sotto
ipotesi per f molto pit generali; per dimostrare tale risultato (caso particolare del Teorema di Cambiamento
di Variabili per l'integrale di Riemann per le funzioni di pit variabili che proveremo nel Capitolo 23) occorre

premettere una definizione ed un Lemma

Definizione 4.1.5ia f : [a,b] — R una funzione; diremo che f é una funzione a scala se esiste una
decomposizione D = {a = xo < 1 < ..... Tp < Tpt1 = b} di[a,b] tale che f é costante su ogni sottointervallo
]J)i, J)H_l[,i = O7 1, T
E facile vedere che ogni funzione a scala s & integrabile secondo Riemann e che
b n
Ti + Tit1
s(x)dx = s| ——— ) (xjp1 — x4
[ sta) ;;( ) i = )
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(la dimostrazione viene lasciata al lettore). Dimostriamo il seguente interessante fatto

Lemma 4.2.5ia f : [a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemann. Per ogni € > 0 esistono due

funzioni a scala he, ke : [a,b] — R tali che

b b
he(x) < f(z) < kc(z) YV € [a,b], / ke(z)dx —/ he(x)dz <.

Dimostrazione. Sia € > 0; esiste allora una decomposizione D, = {a = xg < 21 < ..... Tp < Tpyp = b} di

[a,b] tale che Sp, — sp. < €; possiamo adesso definire le due funzioni a scala cercate come segue

he(x) = inf{f(x) : x € [z;, xi41]} x € [z, xiq1],1 = 0,1,...m,
he(xz) = inf{f(z) : x € [p, Tnt1]} T € [T, Tnt1]
oppure ponendo
he(z) = inf{f(x) : x € [z;, xi41]} x €z, xig1],i=1,2,..n+ 1,
he(z) = inf{f(z) : x € [xo, x1]} x € [x0, 1]
ed anche
ke(z) = sup{f(z) : « € [z;, zi31]} x € (x4, Tit1[,1 = 0,1, ...m,
ke(z) = sup{f(x) : x € [zn, Tny1]} T € [Tn, Tnt1]
oppure
ke(z) = sup{f(z) : « € &, i41]} x €z, xig1],i=1,2,..m+ 1,
ke(z) = sup{f(z) : = € [xg, 21]} x € [zo,x1].

E facile vedere che esse hanno le propriet richieste (la dimostrazione viene lasciata al lettore).m
Esercizio 4.5. Sia f : [a,b] — R una funzione tale che per ogni € > 0 esistono due funzioni a scala

hey ke @ [a,b] — R tali che

b b
he(@) < f(z) < k() vz € [ab], / ke(z) do —/ he(z) dz < €.

Provare che f ¢ integrabile secondo Riemann.m
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Secondo Teorema di Integrazione per Sostituzione per l’integrale definito.Sia f : [a,b] — R una
funzione integrabile secondo Riemann e sia g una funzione reale definita in [c,d], ivi derivabile con derivata
continua, a valori su [a,b] ed invertibile. Siano yo,y1 € [c,d]. Allora vale la sequente formula di integrazione

per sostituzione

v 9(y1)
[ fewdwis= [ fa.

Yo 9(yo)

Dimostrazione. E ovvio che basta provare la tesi per l'integrale di Riemann; possiamo quindi supporre che
¢ = yo,d = y1. Osserviamo inoltre che le ipotesi su g permettono di asserire che g’ & non negativa o non
positiva su [c,d] (per noti risultati del Capitolo 10); per fissare le idee supporremo che ¢’ sia non negativa.
Scelto, adesso, € > 0 esiste una decomposizione D, = {a = zp < 21 < ..... Ty < Tpyr = b} di [a,b] tale
che Sp, — sp, < € e due funzioni a scala h, k. : [a,b] — R definite a partire da tale decomposizione, con
le proprieta descritte nel Lemma 4.2; & facile vedere che tale decomposizione di [a,b] d& origine ad una
decomposizione D! = {c = g7} (z0) < g7 (z1) < ... g Hzn) < g7 Y xns1) = d} di [e,d] con heo g keog

funzioni a scala costanti all’interno degli intervalli della decomposizione DZ; si ha facilmente

he(9()g' (y) < flgw)g' (v) < ke(9(y))g' (y) Yy € [c,d]
e quindi
[ ntog dy < [ fatw)g' ) dy < [ klow)e' ) dy

d’altra parte, detto h$ (risp. kf) il valore di he (risp. ke) sull’i-esimo intervallo della decomposizione D, si

ha facilmente

n g N(@it1) Tit1

d n b
/ he(9(w)g (y) dy . hig'(y)dy = / hS dx = / he(x) dz
c i—0 g~ (x; i—o YT a

n 9™ (wig1) n Tiga b
Z/ kig'(y) dy:Z/ kS dx:/ ke() dz.
9 i=0 Y Ti a

i—0 Y97 (i)

Dalle uguaglianze appena provate e dalla disuguaglianze verificate dalla funzioni he, k. (si veda la tesi del

i

d
/ ke(g(y))g' (y) dy

Lemma 4.2) segue facilmente che

d b
| #ewng @y - [ sade| <
(& a
Parbitrarieta di € permette di concludere come richiesto nella tesi.m
Esercizio 4.6. Siar > 0 ed f : [-r,r] — R integrabile secondo Riemann. Dimostrare che se f ¢ funzione

pari, allora

_TT f(z)dx = 2/(:f(@ dz, /07' f(z)dr = /OTf(—x) de.
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Quanto valgono [* f(z)dx, [ f(z)dx, [, f(—z)dz nel caso in cui f sia funzione dispari?m

85.Significato geometrico dell’integrale di Riemann.

L’integrale di Riemann ha anche un interessante significato da un punto di vista geometrico, che chiarisce
anche il motivo della definizione adottata; gia Archimede (ma probabilmente il suo metodo di esaustione &
ancora piu antico) cercd di calcolare I'area di alcune figure elementari ricorrendo a un procedimento che sta
alla base della Teoria della Misura di Peano-Jordan e che lega quest’ultima all’integrale di Riemann.

Per spiegare tale significato dobbiamo introdurre il concetto di insiemi piani misurabili secondo Peano-
Jordan; faremo cid in modo conciso, poiché questa teoria sara ampiamente trattata nel Capitolo 22; in
pratica tenteremo di estendere il concetto di area di certi insiemi piani gia noto dalla Geometria Euclidea a
famiglie pit ampie di sottoinsiemi, cercando di mantenere il maggior numero possibile delle buone proprieta
di cui quel concetto godeva.

Come gia detto considereremo solo insiemi piani, cioé sottoinsiemi di R?. Innanzitutto, conveniamo di
considerare misurabile secondo Peano-Jordan l'insieme vuoto, ponendo, per definizione, m()) = 0 (il simbolo
m(X) si leggera sempre " misura di X7).

Chiameremo poi insiemi elementari i rettangoli chiusi con lati paralleli agli assi coordinati in R?, cioé gli
insiemi del tipo A = [a,b] X [¢,d], con a < b,¢ < d. Un tale insieme sara per noi misurabile secondo Peano-
Jordan; definiremo misura m di un insieme elementare A la sua misura (o area) nel senso della Geometria
Euclidea, cioé il numero m(A) = (b — a)(d — ¢).

Chiameremo pluriintervallo o plurirettangolo ogni insieme che risulta unione di un numero finito di insiemi
elementari a due a due privi di punti interni comuni; un tale insieme lo penseremo sempre misurabile
secondo Peano-Jordan e ne definiremo la misura m(X) come somma delle misure degli insiemi elementari
che lo compongono. Osserviamo che ogni plurirettangolo puo essere decomposto in differenti modi come
unione di un numero finito di insiemi elementari a due a due privi di punti interni comuni; tuttavia, si puo
provare che la sua misura non dipende dalla decomposizione scelta per calcolarla.

Una importante proprieta della misura dei plurirettangoli e la seguente:

se P,Q sono due plurirettangoli con P C Q allora m(P) < m(Q).
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Fino a questo punto non abbiamo in effetti fatto grossi passi avanti rispetto a quanto gia noto dalla Geometria
Euclidea; proviamo adesso a considerare insiemi di tipo meno elementare (ci serviremo qui delle nozioni
topologiche introdotte in precedenza in RQ).
Consideriamo le tre seguenti classi di sottoinsiemi di R?
1) insiemi X con punti interni e limitati
2) insiemi X privi di punti interni e limitati
3) insiemi X non limitati.
Se X appartiene alla prima classe, esistono sia plurirettangoli contenuti in X che plurirettangoli contenenti

X; consideriamo allora i seguenti insiemi numerici
s={m(P): P C X,P plurirettangolo} S={m(Q):Q D> X,Q plurirettangolo}

E chiaro che ogni elemento di s € un minorante per S, cosi come ogni elemento di S & un maggiorante per
s; ne viene che

sups € R,inf S € R e che sups <infS
Definizione 5.1.Diremo che X ¢ misurabile secondo Peano-Jordan se
sup s = inf .S

e in tale caso porremo

m(X) =sups =infS.

Se X appartiene alla seconda classe, osserviamo innanzitutto che non possono esistere plurirettangoli con-
tenuti in X; quindi 'insieme s del primo caso € vuoto, mentre continua ad essere non vuoto l'insieme S, di

cui possiamo considerare 1’estremo inferiore che deve ovviamente essere un numero reale non negativo.

Definizione 5.2.Diremo che X & misurabile secondo Peano-Jordan se
infS=0

e porremo, in tale caso,

m(X) =0.

Esercizio 5.1. Provare che ogni sottoinsieme di un insieme misurabile con misura nulla & anch’esso misu-

rabile con misura nulla.=
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Infine, consideriamo gli insiemi della terza classe. Se A denota un arbitrario insieme elementare, allora
Iinsieme X NA ¢ limitato e quindi appartiene ad una delle due classi per le quali la misura di Peano-Jordan

& gia stata definita.

Definizione 5.3.Diremo che X e misurabile secondo Peano-Jordan se gli insiemi X N A sono misurabili al

variare in tutti 1 modi possibili di A nella famiglia degli insiemi elementari; in tale caso porremo
m(X) =sup{m(X NA): A insieme elementare}

Osserviamo che un punto ¢ un insieme misurabile di misura nulla in R? (la dimostrazione viene lasciata al
lettore). Proviamo che un qualunque segmento in R? & misurabile e di misura nulla; sia AB un segmento di R?,
con A= (z4,y4), B = (zp,yp) e in un primo momento supponiamo che x4 = zp; fissato € > 0 consideriamo

un rettangolo A di vertici A, B, C, D avente per base BC' un segmento di lunghezza esso contiene

2IyB yal’
il segmento dato e la sua misura e inferiore ad €; 'arbitrarieta di € implica, a norma di definizione, che
m(AB) = 0. Adesso sia x4 # xp e, tanto per fissare le idee, supponiamo che x4 < 2p,y4 < yp (in maniera

analoga si procede negli altri casi) ed anche che la retta per A e B abbia equazione y = sz + n. Segliamo

p € N tale che p > £2, dove | = x5 — x4, e quindi consideriamo i seguenti punti sull’asse delle ascisse

l
20 =TA, % =TA+ 01— 1=1,2,..p;
p
posto y; = sz; +n,j = 0,1,2,...p, consideriamo il plurirettangolo

p—1

R = Uz z1] X [y, 9541]
j=0

che contiene il segmento AB considerato; si ha anche

p—1 p-l 2 L2 12
m(R) = Zm([zj,zj_kl] Vi, yi+1]) Zs Zj41 — = s— =s5—<¢
o =0 = PP

larbitrarieta di e permette ancora di concludere che m(AB) = 0=

Osserviamo anche che un insieme non limitato pud avere misura infinita (per esempio m(R?) = +oo; la
dimostrazione viene lasciata al lettore) od anche misura finita (ogni retta in R? ha misura finita, esattamente
nulla; la dimostrazione viene lasciata al lettore).

Si osservi che in ognuna delle tre classi considerate esistono insiemi non misurabili secondo Peano-Jordan
(come vedremo nel Capitolo 22); per il momento ci limitiamo alla costruzione di un insieme non vuoto,

limitato e privo di punti interni non misurabile secondo Peano-Jordan. Sia X = ([0,1]NQ)?; X & ovviamente
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limitato e non ha punti interni (se esso avesse un punto interno dovrebbe contenere un intero cerchio aperto
e quindi punti con almeno una coordinata irrazionale). Se X fosse misurabile dovrebbe allora aversi che
I'estremo inferiore delle misure dei plurirettangoli contenenti X dovrebbe essere uguale a 0; proveremo
che tale fatto non puo verificarsi, cosicché ne seguira la non misurabilita di X. Sia P un plurirettangolo
contenente X; poiché P & chiuso (unione di un numero finito di chiusi) deve aversi X C P; proviamo adesso
che X = [0,1]?, fatto da cui faremo discendere la tesi; ¢ chiaro che X C [0,1]?, cosicché rimane solo da
provare la inclusione contraria; se T' € [0, 1]? in ogni suo intorno troviamo punti con entrambi le coordinate
razionali, per ben note proprieta dei numeri razionali, e quindi punti di X; allora ogni T € [0,1]? & punto
della chiusura di X, che era quanto volevamo provare. Sapendo che [0,1]?> = X C P possiamo affermare che
m(P) > 1 e quindi che l'estremo inferiore delle misure dei plurirettangoli contenenti X non puo essere 0; ne

segue la non misurabilita di X.

La famiglia degli insiemi misurabili secondo Peano-Jordan gode della seguente proprieta di stabilita

Proposizione 5.1.Dati due insiemi X1, Xo misurabili, anche gli insiemi X1 U X, X1 N X5, X1\ X2 risultano
misurabili.

Non ¢ invece vero che 'unione di infiniti insiemi misurabili ¢ misurabile (I'insieme non misurabile secondo
Peano-Jordan costruito in precedenza € unione numerabile degli insiemi costituiti dai singoli punti, che sono
insiemi misurabili).

Esercizio 5.2. Costruire esempi di insiemi appartenenti alle altre due classi di sottoinsiemi di R? sopra

considerate che siano non misurabili secondo Peano-Jordan.=

Proposizione 5.2.La misura secondo Peano-Jordan gode delle sequenti proprieta:

1) positivita: m(X) > 0 per ogni insieme X misurabile

2) monotonia: m(X) < m(Y') per ogni coppia di insiemi misurabili X,Y con X CY

3) finita subadditivita: m(X; U Xa) < m(X1) +m(Xz) per ogni coppia di insiemi misurabili X1, Xo

4) finita additivita: m(X; U Xa) = m(X1) +m(Xz) per ogni coppia di insiemi misurabili X1, Xo disgiunti
5) modularita: m(X; U Xs) = m(X1) + m(Xs2) — m(X1 N Xs) per ogni coppia di insiemi misurabili X1, Xo
6) sottrattivita: m(X; \ X2) = m(X1) — m(Xz) per ogni coppia di insiemi misurabili X1, X2 con Xy C X;.

E anche importante notare che se X e un insieme misurabile secondo Peano-Jordan ogni suo traslato e

anch’esso misurabile con misura che non varia per traslazione (invarianza per traslazione della misura di
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Peano-Jordan).

Definizione 5.4.S5ia ora f : [a,b] — R una funzione integrabile che assume valori non negativi. Definiamo

rettangoloide (o trapezioide) il sequente insieme di R?

T={(z,y):2 € [a.8],0 <y < f(2)}.

Vogliamo provare che la integrabilita di f implica la misurabilita di T" e che si ha

/ab f(x)dz = m(T).

Possiamo avere i seguenti due casi:

(i) per ogni [a, B8] C [a,b] si ha inf{f(z) : € [a, 5]} = 0 (la funzione identicamente nulla rientra in questo

caso, cosl come vi rientra la funzione di Lebesgue);
(ii) esiste [a*, 5*] C [a,b] tale che inf{f(z) : z € [a*, 5*]} > 0;

nel caso (i) & chiaro che ogni somma inferiore vale zero, cosicché f; f(z)dxz = 0; in questo caso, fissato € > 0
deve esistere una decomposizione D, di [a,b] tale che Sp, < ¢, per la definizione di integrabilitd secondo
Riemann; notiamo (la dimostrazione viene lasciata al lettore) che Sp, & la misura di un plurirettangolo
P O T, fatto da cui segue che 'estremo inferiore delle misure dei plurirettangoli contenenti 1" vale 0; quindi
T risulta misurabile con misura nulla; in questo caso la tesi € acquisita. Supponiamo, adesso, che valga la
(ii). Dalla integrabilita di f segue che per ogni € > 0 esiste una decomposizione D, tale che Sp, — sp. < ¢;
possiamo supporre che D, contenga i punti a*, 8* (perché?); ancora una volta (la dimostrazione viene lasciata
al lettore) osserviamo che Sp, € la misura di un plurirettangolo PP, contenente 7', mentre sp_ ¢ la misura di

un plurirettangolo P> contenuto in 77
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quindi possiamo concludere che esistono un plurirettangolo PP; contenente T ed uno P, contenuto in 7T tali

che

Spe —Sp, = m(Pl) — m(]Pg) <e€
da cui segue la misurabilita di T’; inoltre si ha
b
/ f(x)de —m(T) < Sp, —m{P) = Sp, — sp. <€
a
ed anche
b
m(T) —/ f(z)de <m(Py)—sp, = Sp. —sp. <€

da cui segue che

<e€ Ve >0

/ " fa)de - m(T)

e quindi che
b
| #ade = m(@)
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per note proprieta del valore assoluto.m

Osserviamo anche, rinviando la dimostrazione al Capitolo 23, che se T' ¢ misurabile, allora f ¢ integrabile (e
si ha sempre f; f(x)dz = m(T)).

Esercizio 5.3. Sia f : [a,b] — R integrabile; provare che gr(f) ¢ misurabile secondo Peano-Jordan con
misura nulla.m

Esercizio 5.4. Siano f, g : [a,b] — R due funzioni integrabili con f(z) < g(z) per ogni x € [a, b]; conside-

riamo il seguente insieme, detto dominio normale rispetto all’asse ;,
D ={(z,y): z € [a,b], f(z) <y < g(x)}.

Provare che D ¢ misurabile secondo Peano-Jordan e che

b
m(D) = [ (gla) - f()dzm

Esercizio 5.5. Illustrare il risultato dell’Esercizio 4.6 alla luce del significato geometrico dell’integrale di

Riemann.=

86.Le Formule di Wallis e di Stirling.

Usiamo la integrazione definita per ricavare le seguenti formule

. 1 (2K ) .
\/771' = h]gn ﬁm (Formula dl Wa”ls) (61)
nle™
lim =27 (Formula di Stirling) (6.2).

Proviamo dapprima la (6.1). Osserviamo, intanto, che da 0 < sint < 1 per ¢t € [0,5] e 0 < sint < 1 per

t €]0, 5[ segue che

[NE]
[NE]
[ME]

sin?* 1 tat < /

sin* tdt < / sin?*~1tdt  VkeNk>1.
0

0

J

Notiamo adesso che
(m—1)!

z T se m & pari
/ sin" tdt =
—) T
0 (mm,,) se m & dispari
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(la dimostrazione viene lasciata al lettore; suggerimento: si veda il Capitolo 12); pertanto, si ha

@RI k-7 (2k—2)!

Qk+ DI S 2R 2 S @kl

da cui, moltiplicando per g::;;::, segue

2k {(Qk ~1

)!!2k .
Sk+1 | (k) } T

estraendo la radice quadrata di ogni membro otteniamo

o (2k— 1)
1~ (n VTl

(6.3)

Passando al limite per k — oo nella (6.3), si ottiene la tesi (6.1) grazie a noti teoremi sui limiti di successioni.m

Proviamo adesso la (6.2). Fissato p € N,p > 1, consideriamo il rettangolo Q di vertici A = (p,0),B =

(p+1,0),C=(p+1,In(p+1)),D = (p,In(p+1)). Si ha Area(Q) =In(p+ 1). Sia E = (p,Inp) e siano T

il triangolo di vertici F,C, D ed R il trapezio di vertici A, B,C,E. Allora si ha Area(7) = W e

Area(R) = | ; M nadr — €p (si utilizzi anche il significato geometrico dell’integrale di Riemann) essendo ¢,

I'area della figura tratteggiata nel seguente disegno

n roszo il grafico dilog x

N
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Ovviamente, Area(Q) = Area(T) + Area(R); quindi

! 1)—1 i
In(p+1) = W +/ Inzdr — ¢, (6.4).
P

Calcolando I'integrale definito nella (6.4) segue che

In(p+1 In
BOED WP i) - plp -1,

In(p+1) =
da cui deriva che

In(p+1 |
epz%—%+(p—|—1)ln(p—|—1)—plnp—l—ln(p—l—l):

In(p+1 1
—%—%—l—(p—%—l)ln(p—i—l)—plnp—l:

(p—i—;) In(p+1) <p—|—;> mp—1— <p+;> In (1+;) Y

Proviamo adesso che la serie ) €,, a termini positivi, converge, osservando che ¢, ¢ infinitesimo del secondo

ordine rispetto all’infinitesimo %; proveremo, a tal fine, che

. . 1 1 1
h;np%p = hzr)an {(p + 2) In (1 + p) — 1] =1 (6.5);

la relazione di limite (6.5) sard provata una volta dimostrato che

1 1
(}+3)m1+)—-1 1
: t 2 —
t1—1>%1+ 12 12 (6.6),

poiché sara allora sufficiente applicare il Teorema sul Limite di una Funzione Composta (Capitolo 8) dove si

—1a¢ ; 1 _ . ;
pone t = - e si ha lim,, 5= 0-+; abbiamo

LoD+ -1 1+ In(1+1¢) —¢
hHl (t + 2) 1’1( + ) — hIIl ( + 2) Il( ) —
t—0+ 12 t—0+ t3

1+3 1 1
1m}§mu+ﬂ+-Hg—1:1ml%Hw—2@m2:

t—0+ 3t2 t—0+ 6t

t 1

lim — =
=0t 121+ )2 12

38



Integrale di Riemann

dove si ¢ fatto uso due volte del Teorema di De L’Hopital (forma %) per giustificare il secondo e terzo segno
di 7="; la (6.6) ¢ allora provata e con essa, come detto sopra, la (6.5). Riconsideriamo adesso la (6.4), la
scriviamo per p =1,2,...n — 1 e sommiamo membro a membro le uguaglianze ottenute, ricavando

n

1 n
In(n!) = % —|—/ Inxdx — Zep =

1 1

1 n
%—i—nlnn—n—&—l—z%;
p=1

ne viene che

n n

nle
In——=1- E €
P
n
n"/n =
Avendo gia osservato che la serie 22:1 €p converge, possiamo concludere che esiste finito il limite della
successione
nle”
In — ;
n \/ﬁ nEN
le™ . . . . . N .
posto x, = -2¢=,n € N, possiamo dire che (zn,) converge e che il suo limite g & diverso da zero; dalla

Formula di Wallis, poiché (2n)!! = 2™nl, (2n)! = (2n)!!(2n — 1)!!, ricaviamo che

L1 22n(p))2
VTR e

Ricavando n! e (2n)! dalle espressioni di x,, e 9, otteniamo

al — Tu,n™\/n @)= Zon22"n2\/2n
en eQn
e quindi
2277, n —n)\2 1
ﬁ = lim (xnn \/ﬁe ) =1
n/nra,(2n)2ny 2ne=2n /2
da cui

Tog — V2w

e quindi la (6.2).m

§7.Irrazionalita di w.
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Utilizziamo l'integrale di Riemann per dimostrare che 7 & un numero irrazionale (la dimostrazione che qui di

seguito presentiamo ¢ dovuta a I. Niven). Per assurdo sia 7 = ¢,a,b € N,b # 0. Consideriamo il polinomio

ne n n+1l_n . .. . .
P(z) = %, essendo n € N tale che 79— < 1, e quindi il polinomio

Q(z) = P(z) — P"(z) + PW () — ...+ (=1)"PC™) (a).

Facendo uso della Formula di Leibnitz per il calcolo della derivata h-esima di un prodotto otteniamo che

h
(DM P)(z) = i' > (Z) D® [z DM =) [(q — ba)™] Vr e R
n!
k=0
dove
" h=0
Wy ) n(n—1)..(n—h+1)z"" 0<h<n

D] n! h=n

0 h>n

ne segue che

h

(DM P)(z) = % "+ Z (Z) n(n—1)...(n —k+1)z"*DPP[(a —bx)"]| se 0<h<n,
’ k=1

(D™ P)(z) % i i (Z) n(n —1).(n— k + D™ * DM [(a — ba)"]+
’ k=1

+n! DB (g — b:z:)”]} se h>n

e quindi che (D™ P)(0) = 0, per ogni h = 0,1,2, ...n— 1, mentre (D™ P)(0) € Nse h = n,n+1,....2n. Poiché
P(x) = P(m — z) (la dimostrazione viene lasciata al lettore) si ha che (D" P)(z) = (=1)"(DMW P)(r — )
per ogni = € R, da cui deriva che anche (D) P)(r) = 0, per ogni h = 0,1,2,...n— 1, mentre (D" P)(r) € N
se h=n,n+1,...2n, h pari. Da quanto detto segue che Q(0) € Z, Q(w) € Z. Inoltre, si ha (la dimostrazione

viene lasciata al lettore) Q" (x) = P(z) — @Q(x) in R e quindi

% {Q'(z)sinz — Q(x) cosz} = P(x)sinz

da cui segue che

/0Tr P(z)sinzdr = [Q'(z)sinz — Q(z) cosz]y = Q(7) + Q(0) € Z.

Osserviamo adesso che P(x) ha un massimo per x = 7 e dunque, per x €]0,7[ si ha 0 < P(z) < % da
cui segue
us ) 7Tn+1an
0< P(z)sinzdr < ——— < 1
0 4nn)
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fatto che contrasta con quanto provato prima (cioé che foﬂ P(z)sinzdr € Z); la dimostrazione & conclusa.m

88.11 Teorema di Lebesque-Vitali.

In questo paragrafo finale vogliamo dimostrare un importante risultato, dovuto a Lebesgue e Vitali, che
serve a caratterizzare la classe delle funzioni integrabili secondo Riemann; per far cid occorre introdurre la
nozione di insiemi misurabili secondo Lebesgue (pitt generale di quella dovuta a Peano-Jordan); non daremo
la definizione completa ne studieremo qui tale famiglia di insiemi, alla quale sara dedicato il Capitolo 30, ma

enunceremo solo le definizioni strettamente necessarie ai nostri scopi.

Definizione 8.1.Per convenzione, l’insieme vuoto € un insieme misurabile secondo Lebesgue con misura
nulla. Dato un rettangolo di R (cioé un intervallo chiuso di R) o un plurirettangolo di R (cioé l'unione di un
numero finito di rettangoli di R a due a due privi di punti interni comuni) diremo che essi sono misurabili
secondo Lebesgue con misura uguale alla misura elementare (o di Peano-Jordan). Dato un insieme aperto
limitato non vuoto A C R diremo che esso é misurabile secondo Lebesgue e porremo m(A) = sup{m(P) : P
plurirettangolo contenuto in A}. Dato un arbitrario insieme B C R limitato e non vuoto, diremo che esso
& misurabile secondo Lebesgue con misura nulla se l'estremo inferiore delle misure (secondo Lebesgue) degli
aperti non limitati che lo contengono é zero.

Dalla definizione segue che se B € un insieme limitato di misura nulla secondo Lebesgue, allora per ogni € > 0
esiste un aperto limitato A contenente B con m(A) < €; poiché ogni aperto di R & unione finita o numerabile
di intervalli aperti a due a due disgiunti (si veda il Capitolo 5), possiamo dire che se B & un insieme limitato
di misura nulla secondo Lebesgue, allora per ogni € > 0 esistono un numero finito o una infinita numerabile
di intervalli aperti a due a due disgiunti I; tali che B C UI; e > m(I;) < e. Si noti anche che se B ¢ un
insieme non vuoto e limitato, tale che per ogni ¢ > 0 esistono un numero finito o una infinita numerabile
di intervalli aperti a due a due disgiunti I; tali che B C UI; e >~ m(l;) < e, allora B & misurabile secondo
Lebesgue ed ha misura nulla.

Esercizio 8.1. Provare che se un insieme ¢ misurabile secondo Peano-Jordan ed ha misura nulla, allora e
misurabile secondo Lebesgue ed ha misura nulla. Dimostrare che vale il viceversa oppure portare un esempio

di insieme misurabile secondo Lebesgue con misura nulla, ma non misurabile secondo Peano-Jordan.m
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Esercizio 8.2. Dimostrare che ogni sottoinsieme di un insieme misurabile secondo Lebesgue di misura nulla
€ anch’esso misurabile secondo Lebesgue con misura nulla e che I'unione numerabile di insiemi misurabili

secondo Lebesgue di misura nulla ¢ anch’essa misurabile secondo Lebesgue con misura nulla.m

Definizione 8.2.5ia f : [a,b] — R limitata. Per ogni z € [a,b] e p > 0, poniamo wy(x, p) = Supj,_, 1o f —
inf),_, 2qpor f (0scillazione di f in v — p,x + p[); poiché wy(x,p) € funzione non negativa e non crescente
rispetto a p €10, +00[, esiste finito il lim, o+ wy(x, p) che denoteremo con wy(x) e chiameremo oscillazione
di f in x.

Esercizio 8.3. Dimostrare che f : [a,b] — R, limitata, & continua in x € [a,b] se e solo se wy(x) = 0.m
Prima di dimostrare ’annunciata caratterizzazione delle funzioni integrabili secondo Riemann, proviamo due

risultati preliminari

Lemma 8.1.5ia f : [a,b] — R lmitata. Sia § > 0. Allora, linsieme As = {z : © € [a,b],ws(z) > 6} &
chiuso in R.

Dimostrazione. Sia x € DAs. Dato € > 0, nell'intervallo I, =]z — €,z + €] esiste y € As e quindi esiste p > 0
tale che |y — p,y + p[Clz — €, + €[;ne viene che w¢(y, p) < wy(z,€); poiché § < wy(y) < wyr(y, p) per ogni
p €10, 400], ricaviamo che 6§ < wy(zx,€) per ogni e €10, +o0[, fatto da cui segue facilmente che wy(z) > 6 e

quindi la tesi.m

Lemma 8.2.5ia f : [a,b] — R limitata. Se 6 >0 e [a, 5] C [a,b] sono tali che wy(z) < 6 per ogni x € [w, G,
allora esiste una decomposizione D di [a, 8] tale che Sp — sp < 6(8 — «).
Dimostrazione. Per ogni z € [«, 8] si ha wy(z) < 6; esiste allora I,, intervallo aperto di centro x tale che x € I,
e supy_ f —insz f < 6. Tale famiglia di intervalli costituisce un ricoprimento di aperti per [a, (], che & chiuso
e limitato; il Teorema di Borel-Heine assicura che esistono un numero finito di punti z1, 2, ...z € [, ] tali
che [a, 8] C UY_, I,,. Consideriamo la decomposizione D di [, 3] determinata dai punti «, 3 e dagli estremi
degli intervalli I,,,7 = 1,2, ...p, che si trovano in [«, 8]; se denotiamo con Ji, Ja,...J; gli intervalli chiusi in
cui [a, §] viene diviso dai punti di D, otteniamo
q
Sp —sp = Z;(supf - iiff)m(Ji) <6(B—a)m

=

Possiamo, adesso, provare il risultato principale di questo paragrafo
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Teorema di Lebesgue-Vitali.Sia f : [a,b] — R limitata. Allora, f ¢ integrabile secondo Riemann se e solo
se l'insieme A dei suoi punti di discontinuita ¢ un insieme misurabile secondo Lebesgue con misura nulla.

Dimostrazione. Supponiamo, innanzitutto, che f sia integrabile secondo Riemann. Se A = ) abbiamo la
tesi. Altrimenti, sia A # (); allora A = {2 : € [a,b],ws(x) > 0} = Upen {z: x € [a,b],ws(z) > 1}; posto
Ap ={z:z€[a,b,ws(z) > L} n €N, per acquisire la tesi sara sufficiente provare che ogni A,, ¢ misurabile
con misura nulla. Dalla integrabilitd di f segue che per ogni € > 0 esiste una decomposizione D, di [a, b]
tale che Sp, — sp, < 5, con D, ={a =120 <11 < ... < Zpy < Typy1 = b} e Ij = [x5,2511],5 =0,1,2,..m;
allora, A, = (A, N D.) U (A, \ D) dove A, N D, ¢ finito, cosicché esistono un numero finito di intervalli
chiusi Jy, J, ...Jy tali che A, N D, C UF_ J; e Zle m(J;) < §. Se, invece, x € A, \ D, esiste I; tale che

o
x €1 e quindi sup; f —infy, f > wy (z) > % Se Iy, , I,, ...I, sono gli intervalli che ricoprono A,, \ D, si ha

T m(Ik ) T ¢ T €
L S — inf I ) < - — = 1 —.
> s > (blupf in f)m(Iy,) < Sp, — sp, < o Y “m(Iy,) < 5
p=1 p=1 “kp P p=1

Ne viene che
k r

Ap C UL LU Uk, ] con Y m(J) + > m(Jk,) <€

s=1 p=1
e quindi che m(4,,) = 0.

Viceversa, supponiamo che f sia limitata (e non costante, altrimenti non vi ¢ nulla da provare) e che
I'insieme dei suoi punti di discontinuita abbia misura nulla secondo Lebesgue. Sia ¢ > 0 e sia n € N tale

che b—Ta < £; consideriamo, poi, A, = {x rx € la,b),wp(x) > %} C A, cosicché A,, €& misurabile secondo

Lebesgue con misura nulla. Esistono allora un numero finito od una infinita numerabile di intervalli aperti

I, a due a due disgiunti, che ricoprono A,, e con > m(I) ik Poiché A,, & chiuso (Lemma

€
< 2(sup[a1b] f—inf},
8.1), esistono un numero finito Iy, , Iy,,...I,, di tali intervalli aperti che ricoprono A, (Teorema di Borel-

Heine). L’insieme [a,b] \ (UY_;I},) & allora unione di un numero finito di intervalli chiusi Ji, Js, ...J; e quindi

la,b] = (UY_,(In, Na,b])) U (UI_,Js) con Js N A, = 0 per ogni s = 1,2,....q. Per il Lemma 8.2 esiste una

decomposizione D; di J;s tale che Sp, — sp, < m(j‘“’); sia, adesso, D la decomposizione di [a,b] ottenuta

considerando gli elementi di ogni Dy e gli estremi di ogni Ij, N [a,b],i = 1,2, ...p; otteniamo, cosi

q p

Sp —sp = Z(SDS —$p,) + Z(slupf - iInf Fim(Iy, Na,b]) <
s=1 i=1 “hi P
1§q:m(J)+(supf inff)zp:m(f )<b_a+6<
hl ; - . - <e
n= [a,b] [a,b] Py h n 2

Dal Criterio di integrabilita di Riemann segue la tesim

Esercizio 8.4. Ridimostrare le proprieta dell’integrale di Riemann facendo uso della caratterizzazione delle
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Integrale di Riemann

funzioni integrabili secondo Riemann contenuta nel Teorema di Lebesgue-Vitali.m
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