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Ricordiamo la definizione di sistema ARX data a suo tempo:

Definizione
Sia E l’insieme di eventi costituito dallo spazio vettoriale Â ´ Â e sia T = Z
(insieme dei numeri relativi). Un sistema dinamico orientato S Í W = ET del tipo 
S = {(y(t), u(t)) Î Â´Â tali che 

y(t) = a1y(t-1)+a2y(t-2)+…+anay(t-na)+b1u(t-1)+b2u(t-2)+…+bnbu(t-nb)  (6.1)
per t Î I  Í T }
viene detto sistema dinamico lineare a tempo discreto (di tipo) ARX.

Intenderemo sempre un sistema ARX come un sistema 
orientato nel quale u(t) è l’ingresso e y(t) è l’uscita. 
Osserviamo che stiamo limitando il nostro studio a sistemi 
con un solo canale di ingresso e un solo canale di uscita 
(sistemi SISO).

Sistemi lineari ARX

L’utilizzo di modelli descritti solo in termini di variabili di 
ingresso e di uscita equivale a considerare i sistemi fisici 
come degli oggetti di tipo black-box, il cui funzionamento 
interno rimane “nascosto”, come se si svolgesse all’interno di 
un  contenitore dalle pareti non trasperenti (una black-box).

L’uso di modelli black-box risulta naturale in tutte le 
situazioni nelle quali non si può osservare funzionamento 
interno del sistema fisico e non si conoscono le leggi che lo 
regolano.

In tali situazioni, la costruzione di un modello di tipo ARX 
deve basarsi solo sull’osservazione del comportamento del 
sistema tramite le variabili di ingresso e uscita (esterne).

Sistemi lineari ARX
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Ricordiamo che nell’equazione alle differenze

y(t) = a1y(t-1)+a2y(t-2)+…+anay(t-na)

[+b 0u(t)]+b1u(t-1)+b2u(t-2)+…+bnbu(t-nb)

supporremo sempre di avere na ³ nb.

Come già detto a suo tempo, na in queste condizioni 
misura la complessità del sistema.

Diremo che na è l’ordine del sistema.

Sistemi lineari ARX

ESEMPIO
Un esempio semplice di sistema ARX del primo ordine è quello che 
descrive l’andamento di un deposito bancario sul quale sia applicato un  
interesse composto r, ad esempio del  r = 5% =  0,05, computato in n
periodi all’anno, ad esempio n =2 (cioè in periodi di sei mesi).

Posto 

y(k) = quantità di denaro alla fine del k-esimo periodo di 
accreditamento

u(k) = totalità dei versamenti fatti durante il k-esimo periodo 
di accreditamento

il modello del sistema risulta essere

y(k)= (1+r/n) y(k-1) + u(k) = 1,025 y(k-1) + u(k)

)k(u)1k(y
n
r
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OSSERVAZIONE
Altri esempi importanti sono forniti da sistemi più  
generali di tipo non lineare.

ESEMPIO
Algoritmo di calcolo della radice quadrata.
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Nell’esperienza umana il tempo fluisce con continuità ma 
spesso le grandezze di interesse nello svolgimento di un 
dato fenomeno sono percepite in istanti di tempo discreti.

Esempi

Sistemi di calcolo (l’utilizzo di descrizioni in tempo discreto è motivato 
dal funzionamento intrinseco del sistema).

Sistemi a variabili campionate (l’utilizzo di descrizioni in tempo discreto 
è motivato dalle modalità di raccolta e registrazione dati).

In particolare, le variabili di ingresso e di uscita di un sistema 
dinamico possono essere definite in istanti discreti di tempo.

OSSERVAZIONE SULLA SCELTA DEL TEMPO DISCRETO
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Nei sistemi a tempo discreto (e nei relativi modelli) l’asse dei 
tempi è pensato come una sequenza di intervalli definiti da 
una sequenza di punti

t0 < t1 < …..< tk < …..

Si assume che tutti gli intervalli abbiano uguale durata T

tk+1 - tk = T      " k=0,1,2, …

T = periodo di campionamento

In questo modo, posto t0 = 0, si ha tk = kT e si può più 
semplicemente indicare ciascun istante tk col solo indice k.

I sistemi a tempo discreto, con periodo di campionamento che per 
semplicità sara considerato sempre uniforme (assunzione non sempre 
vera), possono risultare a tempo discreto o naturalmente o perché le 
misure che vengono raccolte sulle grandezze di interesse e/o per lo 
studio del sistema sono intenzionalmente svolte a tempo discreto.

•In tal caso la scelta del tempo di campionamento, che è il primo 
parametro che deve essere scelto da chi svolge lo studio, non può essere 
arbitrario, ma deve rispettare alcune regole fondamentali.

•La più importante è che tale scelta deve permettere di ricostruire dai 
campioni delle grandezze studiate, raccolti agli istanti kTc, l’intero 
andamento di tali grandezze quando il tempo è rappresentato 
dall’insieme dei numeri reali (tempo continuo) senza ambiguità e 
falsificazioni.

•I risultati metodologici relativi a questo problema cruciale furono ottenuti 
da Shannon negli anni ‘40-’50, e vanno sotto il nome di teoremi di 
Shannon.
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•La costruzione di un modello ipotizza la presenza di un  
campionatore, ossia un dispositivo che cattura e memorizza i 
valori di un segnale a tempo continuo negli istanti kTc.

•IPOTESI: il campionatore è istantaneo.

•Esempio pratico ed universale di campionatore è il 
convertitore A/D, tramite il quale segnali tempo continuo
vengono trasformati (si cambia la variabile indipendente), in 
modo da poter essere elaborati, ossia manipolati tramite un 
algoritmo opportuno, implementato da un calcolatore.

SISTEMI A VARIABILI CAMPIONATE

Sistema 
tempo discreto

u(k)u(t)
Tc

y(k)

SEGNALI A TEMPO DISCRETO

• Un segnale a tempo discreto e a valori in Â è una 
funzione da T= Z (insieme dei numeri relativi) in Â .

• In pratica, un segnale a tempo discreto e a valori in Â
{u(k)} è unasequenza ordinata di numeri reali che di 
solito viene rappresentata come 

{ u(k)}: … u(-2), u(-1), u(0), u(1), u(2), ….
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Segnali semplici di uso assai frequente come ingressi sono:

� delta di Kronecker;

� costante unitaria da un certo istante in poi (gradino);

� valori unitari alternanti;

� sequenza disposta secondo una rampa unitaria.

SEGNALI CANONICI

Impulso (Delta di Kronecker)
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Sequenza unitaria (gradino)
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Sequenza a rampa unitaria
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•Sui segnali a tempo discreto si definisce un’algebra composta 
dalle seguenti operazioni:

� somma (differenza) di due sequenze di numeri:

date le sequenze { u1(k)}, { u2(k)} la somma (differenza) 

{ u(k)} è definita da:

u(k):= u1(k) + u2(k)    ( u(k):= u1(k) - u2(k) ) " k

� moltiplicazione di una sequenza di numeri per una costante:

data le sequenze { u1(k)}, la sua moltiplicazione per una 

costante aÎÂ è { u(k)} definita da:

u(k):= a·u1(k)   " k

ALGEBRA DEI SEGNALI A TEMPO DISCRETO
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ALGEBRA DEI SEGNALI A TEMPO DISCRETO

Utilizzando i segnali canonici che abbiamo descritto e Utilizzando i segnali canonici che abbiamo descritto e 

le regole di composizione dell’algebra dei segnali a tempole regole di composizione dell’algebra dei segnali a tempo

discreto possiamo generare segnali più complessi dadiscreto possiamo generare segnali più complessi da

utilizzare come ingressi per i nostri sistemi.utilizzare come ingressi per i nostri sistemi.

La proprietà di linearità dei sistemi ARX (ricordare cosa La proprietà di linearità dei sistemi ARX (ricordare cosa 

significa) ci permette di studiare in maniera semplice ilsignifica) ci permette di studiare in maniera semplice il

comportamento del sistema in risposta a tali segnali più comportamento del sistema in risposta a tali segnali più 

complessi attraverso lo studio del comportamento in complessi attraverso lo studio del comportamento in 

risposta ai segnali più semplici.risposta ai segnali più semplici.

COMPONENTI ELEMENTARI DEI 
SISTEMI LINEARI A TEMPO DISCRETO

� La rappresentazione di un sistema ARX dato dalla 
corrispondente equazione alle differenze deve poter 
essere esplicitata in maniera semplice per consentirne 
la manipolazione e l’implementazione su calcolatore.

� A questo scopo è possibile utilizzare uno schema grafico 
ottenuto componendo un certo numero di elementi 
(blocchi) di base.
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� BLOCCO RITARDO UNITARIO

• Per ora ci si limita a considerare l’operatore z-1 applicato al 
campione u(k) come una pura rappresentazione grafica 
del ritardo unitario

Elementi fondamentali della notazione grafica

z-1u(k) y(k)=u(k-1)

y(k) = u(k-1)

NOTA

In realtà sarà utile, in seguito, considerare z come una 
variabile complessa

� BLOCCO SOMMATORE

� BLOCCO MOLTIPLICATORE PER UNA COSTANTE

a
u(k) y(k)=a·u(k)

y(k) = a·u(k)

a
u(k) y(k)=a·u(k)

º

y(k) = u1(k) + u2(k)

u1(k) y(k)=u1(k) ± u2(k)

u2(k)

+

±
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� OPERAZIONE DI RITARDO

• Un calcolatore può implementare ognuna delle operazioni 
rappresentate dagli operatori elementari

• Il ritardo unitario è realizzato da una memoria dove u(k-1) è 
memorizzato all’istante (k-1), mantenuto fino all’istante k ed 
infine richiamato all’istante k

Illustrata osservandone l’effetto su una sequenza

……..

4

1

……..

20 1 3-1-2-3

u(k)

k

……..

4

1

……..

20 1 3-1-2-3

y(k)=u(k-1)

k5

• I moltiplicatori devono prevedere la capacità di 
memorizzare la costante moltiplicativa “a”

• I sommatori non richiedono memoria

Usando questa notazione si possono rappresentare 
efficacemente (esistono linguaggi di programmazione 
visuale) sistemi ARX descritti da equazioni alle differenze
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� ESEMPIO

y(k)=b0 u(k) + b1 u(k-1) – a1 y(k-1)

b0

u(k) y(k)

+

z-1b1

+
-

b0u(k)+b1u(k-1)

z-1 a1

b1u(k-1)

a1y(k-1)

y(k)
+

NB La rappresentazione non è unica

Evidentemente la tecnica di rappresentazione è 
generalizzabile

� ESEMPIO: Sistema del II° ordine

y(k)=b0 u(k) + b1 u(k-1) + b2 u(k-2) – a1 y(k-1) – a2 y(k-2)

b2

u(k)

-

z-1

b1

z-1

a1

u(k-2)

y(k-2)

y(k)
+

z-1

+

u(k-1)

z-1

a2

b0
b0u(k)

y(k-1)

-
+
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RAPPRESENTAZIONE MEDIANTE 
SOMMA DI CONVOLUZIONE

La rappresentazione di un  sistema lineare a tempo discreto 
mediante equazione alle differenze del tipo

y(k) = a1 y(k-1) + a2 y(k-2) + …. + ana y(k-na) 

[+b0 u(k)] + b1 u(k-1) + b2 u(k-2) + …. + bnb u(k-nb)

si presta bene ad un’analisi puntuale del comportamento, 
cioè a valutare il valure dell’uscita per ciascun singolo istante 
di tempo e ad un’implementazione automatica, ma 

• non consente di esprimere l’uscita in funzione del solo 
ingresso
• non consente una agevole analisi globale della funzione 
y(t).

Per ottenere questi risultati occorre utilizzare differenti modi
di rappresentare il comportamento del sistema in oggetto.

Per rispondere alla prima esigenza che abbiamo 
menzionato si ricorre in particolare ad una 
rappresentazione detta rappresentazione mediante somma 
di convoluzione.

NOTA

È di fondamentale importanza, quando si introducono rappresentazioni 
formalmente differenti per uno stesso oggetto, come un sistema lineare 
a tempo discreto, chiarire in che senso tali rappresentazioni si
equivalgano. 

Per quanto riguarda ciò che ci interessa in questa situazione, possiamo 
dire che la rappresentazione mediante somma di convoluzione equivale 
a quella mediante equazione alle differenze nel senso che esse 
determinano lo stesso insieme di comportamenti a partire da condizioni 
iniziali nulle.
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In generale, una rappresentazione mediante somma di 
convoluzione esprime y(k) come una combinazione lineare 
di tutti i campioni passati dell’ingresso 

Essa ha dunque la forma:

Per comprendere come si possa ottenere una 
rappresentazione mediante somma di convoluzione per un 
sistema lineare a tempo discreto, iniziamo a considerare il 
caso di un sistema descritto originariamente in forma ARX 
del primo ordine. 

¥


 i
i=0

y(k) = h(0)u(k)+h(1)u(k -1)+h(2)u(k - 2)+.... = h ×u(k - i)

� Si assuma che un segnale di ingresso sia applicato a 
questo sistema a cominciare da k=0, con condizione 
iniziale y(-1)=0

� Allora si ha:

k=0 y(0) = b0u(0) 

k=1 y(1) = b0u(1) + b1u(0) - a1y(0) =

= b0u(1) + b1u(0) - a1b0u(0) =

= b0u(1) + (b1 - a1 b0)u(0)

k=2 y(2) = b0u(2) + (b1 - a1 b0)u(1) - a1(b1 - a1 b0)u(0)

y(k) = b0 u(k) + b1 u(k-1) - a1 y(k-1)
b0, b1, a1 = costanti fissate

Dato
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� In generale si ottengono espressioni del tipo

y(k) = h(0) u(k) + h(1) u(k-1) + … + h(k) u(0)
dove

•h(0)= b0
•h(i) = (-a1 )i-1(b1 –a1 b0)

DEFINIZIONE

La sequenza h(0), h(1), h(2), …., viene chiamata sequenza 
dei pesi relativa al sistema in questione.

ESEMPIO: CONTO DI RISPARMIO

� Si consideri il modello di un sistema conto di risparmio il 
quale offre un tasso di interesse del 5% (r=0,05) 
computato semestralmente (n=2), allora posti:

• y(k) = quantità di denaro alla fine del k-esimo periodo 
di accreditamento

• u(k) = totalità dei versamenti fatti durante il k-esimo 
periodo di accreditamento

il modello del sistema risulta essere

y(k)=u(k) + (1+r/n) y(k-1) = u(k) + 1,025 y(k-1)
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�� Ipotesi:Ipotesi: un cliente inizia un versamento in k=0 ed 
effettua la sequenza di depositi u(0), u(1), u(2), …

La risposta del sistema negli istanti k=0,1,2, … sarà 
descritta dalle equazioni:

K=0 y(0)=u(0) + 1,025y(-1) = u(0)

y(-1)=0 poiché il conto è stato aperto in k=0

K=1 y(1)=u(1) + 1,025y(0) = u(1) + 1,025u(0)

K=2 y(2)=u(2) + 1,025u(1) + (1,025)2u(0)

K=3 y(3)=u(3)+1,025u(2)+(1,025)2u(1)+(1,025)3u(0)

��

Una attenta ispezione della relazione y(k) per k=0,1,2,3,… 
rivela che l’uscita all’istante k dipende da una somma di 
termini composti da:

1. L’ingresso attuale u(k) moltiplicato per 1

2. L’ingresso u(k-1) ad un istante precedente all’attuale 
moltiplicato per 1,025

3. L’ingresso u(k-2) a due istanti precedenti moltiplicato per 
(1,025)2

4. L’ingresso u(k-3) a tre istanti precedenti moltiplicato per 
(1,025)3

Se volessimo continuare per k=4,5,6,7, …., il 
comportamento del modello resterebbe lo stesso
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Iterando la procedura fino al generico k-esimo istante non 
faremo altro che formulare la rappresentazione in somma 
di convoluzione del sistema infatti si avrà

y(k)=u(k)+1,025u(k-1)+(1,025)2u(k-2)+ … +(1,025)ku(0)

k³ 0

Rispetto all’equazione di partenza che descriveva il 
sistema, tale equazione dipende esclusivamente dai valori 
presenti e passati dell’ingresso.

L’equazione alle differenze di partenza e l’equazione finale 
in somma di convoluzione generano la stessa risposta del 
sistema per lo stesso ingresso per cui si possono ritenere 
essere equivalenti.

EsempioEsempio

� Si determini la sequenza di pesi per il sistema ARX
caratterizzato da 

y(k) = y(k) = bbbbbbbb u(k) + u(k) + aaaaaaaa y(ky(k --1)1)

� La precedente espressione ha la stessa forma
dell’equazione alle differenze relativa ad un  sistema del 
primo ordine

y(k) = b0 u(k) + b1 u(k-1) - a1 y(k-1)

(ponendo a1 = - a, b0 = b, b1 = 0) 

la cui sequenza di pesi è

• h(0) = b0

• h(i) = {b1 – a1b0}(-a1)i-1,   i = 1,2,3,…
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� Quindi per il sistema considerato si ha:

h(i) = h(i) = bbbbbbbb ((aaaaaaaa))i    i    i = 0,1,2,i = 0,1,2,……

aaaaaaaa = 0.9, = 0.9, bbbbbbbb = 1= 1

aaaaaaaa = = --0.9, 0.9, bbbbbbbb = 1= 1

Sequenza 
positiva 
decrescente

Sequenza con 
segni alternati 
decrescente

ESERCIZIO

Ricavare una rappresentazione che faccia uso della somma di 
convoluzione per la risposta del sistema

y(k) = b0 u(k) + b1 u(k-1) - a1 y(k-1)

ad una sequenza di ingresso applicata a k=0 con condizioni iniziali non 
nulle y(k-1) = y0 ¹ 0

y(0) = b0u(0) + b1·0 - a1y0

y(1) = b0u(1) + b1u(0) - a1y(0) = b0u(1) + b1u(0) - a1 b0u(0) + (a1)2 y0 = 

= b0u(1) + [b1 - a1 b0 ] u(0) + (a1)2 y0 

y(2) = b0u(2) + b1u(1) - a1y(1) = 

= b0u(2) + b1u(1) -a1 b0u(1)-a1b1u(0) + (a1)2 b0u(0) +- (a1)3 y0 =

= b0u(2)+[b1-a1 b0 ] u(1)+[(a1)2 b0 -a1b1]u(0) -(a1)3y0

y(k) = h(0)u(k)+h(1)u(k-1) +…+ h(k)u(0) + (-a1)k+1 y0

h(0) = b0 h(i) = (b1 -a1b0  )(-a1)i-1
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NOTANOTA

ConfrontoConfronto fra le due rappresentazionifra le due rappresentazioni

� Equazioni alle differenze vantaggiose per 
implementazione algoritmica

� Somma di convoluzione vantaggiosa per 
combinazioni di modelli e previsioni (principio di 
sovrapposizione) e per diverse operazioni di analisi a 
tavolino

Esempio

y(k) = 0.1 u(k) +0.9 y(k-1)

0 k = -1, -2, -3, …

u(k) =

(-1)k K = 0, 1, 2, … 

0

( ) ( ) ( )
i

y k h i u k i
¥

=

= -


Calcolo della risposta ad un dato ingresso 
mediante somma di convoluzione



20

0

( ) ( ) ( )
k

i

y k h i u k i
=

= -


quando k – 1 < 0  u(k - i) = 0 

e si può verificare che:

h(k) = 0.1 (0.9)k e  u(k - i) = (-1)k-i = (-1)k (-1)-i k = 0, 1, 2, …

0

0

1

1

( ) ( 1) 0.1(0.9) ( 1)

       0.1( 1) ( 0.9)

1 ( 0.9)
       0.1( 1)

1 ( 0.9)

1 ( 0.9)
       ( 1)     0,1,2,...
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•• PassoPasso 1:1: esprimere u(k-1) come il prodotto di una 
funzione di k per una funzione di i (ak-i = ak a-i)

•• Passo 2:Passo 2: portare a fattor comune tutti i termini che non 
sono funzione dell’indice i (indice di 
sommatoria) e portarli fuori della sommatoria

•• Passo 3:Passo 3: sfruttare al meglio le funzioni a cui converge la   
sommatoria (che spesso risulterà troncata); ad 
esempio

2 1
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2 1
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1 ...
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     1
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CASO GENERALECASO GENERALE

h(k)
u(k)

0

( ) ( )i
i

y k h u k i
¥

=

= -


(Valida solo per condizioni iniziali tutte nulle prima della applicazione 
dell’ingresso)

PROBLEMA 

Determinare i pesi a partire da una equazione alle 
differenze nel caso genrale

Determinazione della sequenza dei pesi dalla Determinazione della sequenza dei pesi dalla 
risposta risposta impulsivaimpulsiva

� La tecnica per calcolare la sequenza dei pesi h(i) vista nei 
precedenti esempi può divenire assai laboriosa per sistemi 
di ordine >1.

� Può essere più conveniente ricavare la sequenza dei pesi 
da una particolare risposta del sistema.

� Si usa a questo scopo come ingresso l’Impulso o Delta di 
Kronecher

� La risposta che si ottiene viene detta Risposta Impulsiva
del sistemate e tale termine viene a volte anche usato per 
indicare la sequenza dei pesi.
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� Dato

y(k) = b0 u(k) + b1 u(k-1) + … + bm u(k-m) – a1 y(k-1)             
– a2 y(k-2) - … - an y(k-n)

ci proponiamo di ricavare gli h(i) tali che 

0

( ) (i) ( )
¥

=

= -
 i
i

y k h u k i

� Ponendo u(k) = d(k), si ha 

0

( ) (i) ( )d
¥

=

= -
 i
i

y k h k i

� Da

si ottiene quindi y(k) = h(k)    k = 0, 1, 2, …

1     
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0    
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- = �

¹�
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� Pertanto la risposta di un sistema ARX all’ingresso Delta 
di Kronecker con condizioni iniziali nulle [y(-1) = y(-2) = 
… = y(-n) = 0]  è uguale alla sequenza dei pesi h(i) di 
tale sistema.

y(k) = h(k) u(k) = d(k)
ARX
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Interpretazione grafica della somma di convoluzione
� k ad ogni passo è un intero fissato 

� per semplicità u(i) º gradino unitario0

( )  ( )
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u(i)

u(-i)

u(3-i)

h(i)

h(i)u(3-i)
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� L’interpretazione grafica può permettere una semplice 
realizzazione (implementabile con circuiti digitali tramite 
registri a scorrimento o sul calcolatore con un semplice 
algoritmo) con due regoli che scorrono uno sull’altro 
marcati a distanze uguali con valori interi. 

• Su uno si segnalano gli h(i) e sull’altro la sequenza 
speculare di u(i) (u(-i))

� Per calcolare y(k) si allinea h(0) con u(k). 

• Si calcolano i prodotti delle coppie allineate per i > 0    
e si sommano.

�� ESEMPIO: MODELLO DELESEMPIO: MODELLO DEL PIL PIL 

� y(k) = c(k) + i(k) + u(k)

• u(k) = spesa governativa

• c(k) = spesa dei consumatori = a y(k-1) 

� a = propensione marginale ai consumi                     
= costante positiva

• i(k) = investimento privato indotto = b [c(k) – c(k-1)]

� b = costante positiva 

• i(k) = b [a y(k-1) - a y(k-2)] = a b [y(k-1) - y(k-2)] 

e quindi 

y(k) = u(k) + y(k) = u(k) + aa (1 + (1 + bb) y(k ) y(k –– 1) 1) -- aa bb y(ky(k--2)2)
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� ponendo ora u(k) = d(k);  y(-1) = 0, y(-2) = 0

• k = 0          y(0) = u(0) + a (1 + b) y(-1) - a b y(-2)
= u(0) = 1

• k = 1  y(1) = u(1) + a (1 + b) y(0) - a b y(-1)
= u(1) + a (1 + b) = a (1 + b)

• k = 2 y(2) = u(2) + a (1 + b) y(1) - a b y(0) 
= Æ+ a2 (1 + b)2 - a b

• k= 3           y(3) = u(3) +  a (1 + b) y(2) - a b y(1) 
= Æ + a (1 + b) [a2 (1 + b)2 - a b]             

- a b [a (1 + b) ]
h(0) = 1

h(1) = a (1 + b) 

h(2) = a2 (1 + b)2 - a b

h(3) = a3 (1 + b)3 - 2a2 b (1 + b)

Memoria del sistemaMemoria del sistema

� Dalla sequenza dei pesi possiamo dedurre quanto contribuiscano al 
valore attuale dell’uscita i valori passati dell’ingresso. 

� In altri termini, questo misura la memoria del sistema.
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� La memoria del sistema è tanto più corta quanto più 
velocemente la sequenza dei pesi della somma di 
convoluzione (ossia la risposta impulsiva ) scende verso lo 
zero

� Più la memoria è corta e più la risposta ad uno stimolo è 
veloce

� Nel caso opposto il sistema oppone una forte e lunga 
resistenza al cambiamento che dovrebbe essere provocato 
dallo stimolo (sistema ad alta inerzia, nel caso meccanico), 
cioè il sistema ha un forte ritardo nella risposta

Esempio:Esempio: IntegratoreIntegratore NumericoNumerico

� Un metodo per approssimare numericamente l’integrale di 
una funzione u(t) agli istanti di campionamento kT è:

yyaa(k) = T u(k) +(k) = T u(k) + yyaa(k(k--1)1)

� La precedente espressione ha la stessa forma
dell’equazione alle differenze relativa ad un sistema del 
primo ordine

y(k) = b0 u(k) + b1 u(k-1) - a1 y(k-1)

(ponendo a1 = -1, b0 = T, b1 = 0) 

la cui sequenza di pesi è

• h(0) = b0

• h(i) = {b1 – a1b0}(-a1)i-1,   i = 1,2,3,…
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� Quindi: 

• sequenza di pesi:

• rappresentazione tramite somma di convoluzione:

0 i = -1,-2,-3,…

h(i) =

T i = 0,1,2,…

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
¥ ¥

= =

= - = -
 
a
i i

y k h i u k i T u k i

� La memoria dell’integratore numerico è infinita

• pesa tutti gli ingressi passati tramite la stessa costante 
moltiplicativa T

Esempio:Esempio: DifferenziatoreDifferenziatore NumericoNumerico

� Un metodo per approssimare numericamente la derivata di 
una funzione u(t) all’istante di campionamento kT è:

� Questa relazione è già nella forma di una somma pesata di 
ingressi

• sequenza dei pesi:

h(0) = 1/T

h(1) = -1/T

h(i) = 0   i ¹ 0,1

1 1
( ) ( ) ( 1)ay k u k u k

T T
= - -= - -= - -= - -

1 1
( ) ( ) ( 1)d d= - -h i i i

T T

� La memoria del differenziatore numerico è piccola

• un unico passo di memoria
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STABILITA’STABILITA’

� La stabilità è una proprietà cruciale in ogni sistema 
fisico

� Essa, in terminitermini grossolanamente intuitiviintuitivi , significa 
due cose:

• Il sistema lasciato a sé stesso a partire da una 
condizione iniziale vicina ad una condizione di 
equilibrio deve rimanere in prossimità di essa o 
avvicinarsi asintoticamente ad essa

• Il sistema stimolato con un ingresso di ampiezza 
limitata deve fornire una risposta di ampiezza 
limitata

DEFINIZIONEDEFINIZIONE

Una sequenza {u(k)} si dice limitata se $ un numero M ³ 0 tale 
che |u(k)| £ M per ogni k

EsempioEsempio
• La sequenza gradino è limitata, M è qualunque numero ³ 1

• La sequenza u(k) = k al contrario non è limitata

Un sistema dinamico orientato, a tempo discreto, è detto 
stabile ingresso limitato/uscita limitata (BIBO) a partire da 
condizioni iniziali nulle se la sua uscita rimane limitata per 
qualunque sequenza limitata di ingresso

DEFINIZIONEDEFINIZIONE
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TEOREMA

Il sistema ARX S è stabile BIBO se e solo se nella 
rappresentazione mediante somma di convoluzione la 
sequenza dei pesi è sommabile, cioè:

OSSERVAZIONE

La condizione di sommabilità espressa nel precedente 
teorema implica in particolare che gli elementi della 
sequenza dei pesi tendano a zero al crescere di i.

¥¹

¥+

=0i
)i(h

0

0

0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

       ( ) ( ) ( ) ( )
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i i
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y k h i u k i

h i u k i h i u k i
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= =

= -

= -

£ - = × -








 


da cui, usando l’ipotesi di sommabilità di h(i) e di 
limitatezza di u(k), si ha la tesi. 

Traccia della dimostrazione (cond. suff.)

Sia Sia |u(k)| £ M e si consideri l’uscita y(k): si ha 
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EsempioEsempio
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Il sistema è stabile bibo se e solo se

--1 < 1 < aaaaaaaa < 1< 1
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